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Notă introductivă
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Acest volum este o versiune nouă, revizuită și adăugită, a 
"Problemelor Compilate şi Rezolvate de Geometrie şi 
Trigonometrie" (Universitatea din Moldova, Chișinău, 169 p., 
1998), și include probleme de geometrie și trigonometrie, 
compilate și soluționate în perioada 1981-1988, când profesam 
matematica la Colegiul Național "Petrache Poenaru" din Bălcești, 
Vâlcea (Romania), la Lycée Sidi El Hassan Lyoussi din Sefrou 
(Maroc), apoi la Colegiul Național "Nicolae Balcescu" din 
Craiova. Gradul de dificultate al problemelor este de la mediu spre 
greu. Cartea se dorește material didactic pentru elevi, studenți și 
profesori.

Autorul
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Geometrie, cls. a IX-a 

Probleme 

1) Măsura. unui unghi al unui poligon regulat este de 4 ori mare decît ~ăsura. unui unghi 

exterior. Cîte laturi are poligonul? 

Solutie: 

18O( n - 2) 180 
n =45~n=10 

2) Cîte laturi are un poligon convex dacă toate unghiurile sale exterioare sunt optuze? 

Solutie: 

Fien = 3 

Xl; X2; X31 ext 

Xl> 90 1 
X2 > 90 ~ Xl + X2 + Xa > 270 deci n = 3 este posibil 

X3 > 90 

Fien = 4 
Xl> 90 1 
: . ~ Xl + Xz + Xa + X4 > 360 

X4 > 90 

imposibil 

Deci n = 3. 

3) Să se arate că într-un patrulater convex, bisectoarea a 21 consecutive formează un unghi 

a. cărui măsură este egală cu seIDÎsuma măsurilor celorlalte 2 unghiuri. 

Solutie: 
B 

A c 
m( Â) + m(.8) + m( C) + m(D) = 360· 

m(Â) + m(.8) = 1800 _ m(C) + m(D) 
2 2 

m(AEB) ='1800 _ m(Â) _ m(.8) = 
2 2 

= 1800 -1800 + m(C) + m(D) = m(C) + m(D) 
2 2 
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4) Arătaţi că o suprafaţă pentagonală convexă poate fi descompusă în două suprafeţe pa­

trulatere. 

Soluţie: 

D 

E(Î)C 
}W 

Fie EDC ~ A,B E int. EDC. Fie M E !ABI ~ M E 

E int. EDC ~ !DM cint. EDC lEAl n IDM = 0 ~ 

~ DEAM patrulater. La fei DCBM 

5) Care este numărul rrlinim de suprafeţe patrulatere în care se descompune o suprafaţă 

poligonală convexă cu 9, 10, 11 vîrfuri? 

Soluţie: 

~ 
3 

1 4 E 
2 

1 D 
A B C 

G@3
1JB 

2 1 

C 
D 
~

I4 HG 

3 F 
K 5 ' 

2 E 

A D 
B C 

9 vîrfuri - 4 patrulatere 10 vîrfuri - 4 patrulatere 11 vîrfuri - 5 patrulatere 

6) Dacă ABC == A' B'C' atunci :3 o funcţie bijectivă f = ABa -+ A'B-C' a.î. pentru V 2 

puncte P, Q E ABC, IIPQII = Ilf(P), f(Q)1I §i reciproc. 

Soluţie: 

Presupunem că ABa == A' B'C'. Construim o funcţie f : ABC -+ A'B-C' a.î 

{ 
f(B) = B' 

dacă P E IBA, f(P) E B' A' 

PE IBC, f(P) E B'C' a.î·IIBPIi = IIB'P'II unde P' = f(F) 

5 

Probleme de geometrie și trigonometrie, compilate și rezolvate, ediția a II-a

6



<,Q' 

r 
B' 

Q' C 

Funcţia astfel construită este o bijecţie, 

intrucit la argumente # corespund valori 

# §i 'rI punct de pe A' B'C' este imaginea 

unui singur punct din ABC (din axioma 

de construirea a segmentelor), 

Dacă P, Q E acestei semidrepte 

IIBPI! = II B'P' II } , , , '* IIPQII = IlBQII-IIBPII = IIB'Q'II-I!B'P'fI = IIP'Q'II = ilf(P),f(Q)1l 
IIBQII = !lB'Q'1i 

Dacă P, Q E la semidrepte # 

I!BPII = IIB'P'II 1 
IIBQII = !lB'Q'11 '* L::,PBQ = L::"P'B'Q' '* IIPQli = iJP'Q'il = II!(P), !(Q)II 

PBQ:=P'B'Q' 

Reciproc: 

Fie f: ABC -+ A'EtC' a.î, f bijectivă şi UPQU = II!(P), f(Q)II· 

~
A ~,A' 

E P' 

B B' 
R SeR' S' C' 

Fie P, Q E IBA §Î RS E IBC 

IIPQU = IIP'Q'II 1 
IIpSII = IIp'S'1I '* L::,PQS == L::,P'Q'S' '* QPS:= QPS' '* BPS:= BPS' 

IIQSII = 110'8'11 

IlPSII = IIp'S'1I 1 
I!RPII = IIR'P'II '* 4PRS:= L::,P'R'S' '* PSB:= P'S'B' 

IIPSII = IIp'S'1I 

Din (1) §i (2) '* PBS:= pi[fis' (ca dif. la 180°) adică ABC:= Aifiic'. 

6 
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7) Dacă /:,ABC =' /:'A' B'C' atunci (3) o funcţie bijectivă J: ABC -). A' B'C' a.Î. pt. (Ii) 

2puncte P, Q E ABC, IIPQII = lIi(P), J(Q)I! şi reciproc. 

Soluţie: 

A 

B B' 

C C' 

Fie /:,ABC =' /:,A'B'C'. 

Construim o funcţie J: ABC -). A'B'C' a.Î. J(A) = A', J(B) = B', J(C) = C' şi 

deci P E !ABI-). P' = J(P) E jA'B'1 a.Î. !lAPII = IIA'P'I! 
PE IBCI-). P' = J(P) E IB'C'I a.Î. IIBPil = l!B'P'1I 

PE IC.4.I-). P' = J(P) E IC'A'I a.Î. liCPI! = IIC'P'1i 

Funcţia astfel construită este bijectivă. 

Fie P E IABI şi a E ICAI =} P' E iA'B'1 şi Q' E IC'A'I 

IIcQII = Ilc'Q'1I =} II AQII = IIA'Q'iJi Â =' Â' =} /:'APQ =' /:,A'P'Q' =} ifPQl1 = !IP'Q'II 
IIAPII = IIA'P'1i l 
licAIi = IIc'A'1! 

Raţionament analog pentru (Ii) punctct P şi Q 

Reciproc: se presupune că 3 o funcţie bijectivă! : ABC -). A' B'C' cu propriet. din enunţ. 

Se notează J(A) = A", J(B) = B", J(C) = C" şi rezultă =} că IIABI! = IIA"B"iI, 
IIBCII = IIB"C"II, IIACII = !lA"C"11 =} /:,ABC =' /:'A"B"C" 

DeoareceJ(ABC) = J(!AB] U[BC] U[CAj) = J([AB])UJ([BC])UJOCA]) = 
= [A"B'1U[B"C'1U[C"A'1 = A"B"C" 

Dar prin ip. J(ABC) = !(A'B'C') deci /:'A"B"C" = /:,A'B'C' 

'* /:,ABC =' /:,A'B'C' 

8) Să se arate că dacă /:,ABC ~ /:'A' B'C' atunci [ABCl ~ [A' B'C1-

7 
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Soluţie: 

Dacă l:!.ABC ~ l:!.A'B'C'atunci(3)f : ABC -+ A'B'C'şi k >.0 a.î.IIPQII = kllf(P),f(Q)!!, 

P,Q E ABC 

IIABli - li BC II - ilCAII_ k 1 l!ABII= kIlA'B'1I 

l:!.ABC ~ l:!.A'B'C' => I~ A'~ "_- 1II!'~' II ~ IIC'A'II - => JiBGI! = kIlB'C'1I 
A=A';B = B';C =c' !lCAIi = kIlC'A'1I 

Construim o funcţie f: ABC -+"A'B'C' a.Î. f(A) = A';/(B) = B';/(C) = C' 
dacă P E IBCI-+ PE IB'C'I a.Î. IIBP!! = kliB'P'iI 

dacă PE ICAj -+ P E IC'A'i a.Î. ilCP11 = kIIC'P'I!; k- constantă de asemănare 

A A' 

B B' 

C 

Fie P, Q E AB a.Î. P E iBci, Q E lACI => P' E !S'C'I şi IIBPII = kllB' P'1i 

Q' E IA'C'I şi ilCQII = kllC'Q'11 (1) 

Cum IIBGI! = kIlB'C'1! => IIPcll = HBCII- ilBP\I = k!!B'C'II- kllB' P'1i = 
= k(IIB'C'II- ilB'P'II) = kIlP'C'!i (2) C = C' (3) 

Din (1), (2) şi (3) => l:!.PCQ ~ l:!.P'C'Q' => IiPQiI = kIlP'Q'1I 

Raţionament asemămător pentru P, Q E ABC 

C' 

Extindem funcţia bijectivă construită anterior şi la interioarele celor 2 triunghi: în felul 

următor: 

A 

B 
B' 

C 
C' 

Fie P E înt. ABC şi construim P' E int. A'B'C' a.Î. IIAPII = kIlA'P'!I· 
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; 

Fie Q E int. ABC -t Q' E int. A'B'C' a.Î. BAQ == B'A'Q' şi IIAQII = kIlA'Q'r! (2) 

D· () . ( ) IIAPII IIAQII k -Q- "Q' , 
m 1 §l 2 =} IIA'P'I! = IIA'Q'II = , PA = PA=} 6A.PQ ~ 6A P'Q' =} 

IIPQI! = kllP'Q'II, dar P,Q E [ABC] deci [ABCl ~ [A'B'C'] 

9) Să se arate că oricare două semdrepte sunt mulţimi congruente. Acei~i proprietale 

pentru drepte. 

Soluţie: 

O~--&9--~9~--~e-----

O' p' A' Q' 

° 
a) Fie IOA şi IO'A' două,semidrepte. Fie J: IOA -t IO'A' a.Î. J(O) = O' şi I(P) = P' 

cu ilOP11 = 110' P'iI. Punctul P' astfel construit este unic şi deci dacă. P -# Q =} I!OPII -# 
:l0QII =} 110' P'II -# IIO'Q'II =} P' -# Q' şi ("I)P' E 10' A' (3) un singur punct P E IOA a.Î. 

ilOPl1 = 110' pili 

Funcţia construită este bijectivă. 

Dacă P, Q E IOA, P E 10QI -t P'Q' E !O' A' a.Î. IIOPII = 110' P'II; 1i0Qj; = :l0'Q'1I =} 

IIPQII = 1I0QII- iiOPIi = IIO'Q'II-IIO' P'II = II P'Q'I!(V)P; Q E IOA 

=} cele două semidrepte sunt congruente. 

b) Fie două drepte d şi ti. 

·d 

A 
B 

o O' 
B 

Fie ° E d şi O' E ti. Construim o funcţie I : d -t Il' a.Î. J(O) = O' şi I(iOA) = 10' A' şi 

IUGB) = 10' B' cala punctul anterior. Se arată la fel că I este.bijectivă şi că IiPQIl = IIP'Q'!I 

9 
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cînd P şi Q aparţin acelei3§i semidrepte. Dacă P, Q aparţin la semdrepte diferite: 

IIOPi! = IIO'P'II } =? IIPQU = JlOPII + 1l0Q!i = IIO'P'!I + 1I00Q'ti = ilP'Q'11 
!!OQII = lIO'Q'1I 

şi deci cele două drepte sunt congruente. 

10) Să se arate că. două discuri avţnd aceiaşi rază sunt mulţimi congriente. 

Soluţie: 

lL...--lA ~
. 

p' 

~A' 

Construim o funcţie J : D -+ D' 

a.Î: J(O) = O',f(A) = A' şi un 

punct (V) P E D -+ P' E D' 

considerate În sens pozitiv. Din 

ax. de construcţie a segmentelor 

şi unghill!:ilor =? că funcţia astfel 

construită este bijectivă, stabilind o corespondenţă biunivocă. între elementele celor două 

mulţimi. 

Fie Q E D -+ Q' E D' a.Î. 1I0Q'i! = ilOQII; AOQ == A'O'Q' 

Cum:IIOPIi = ilO' P'i! ) 

IIOQII = IIO'Q'II =? 6.0PQ == P'O'Q' =? 

POQ == P'O'Q' (dif. de unghiuri congruente) 

=? ilPQI! = !1P'Q'il, (V) P, Q E D =? D == D' 

11) Dacă. funcţia J: M -+ M' este o izometrie, atunci funcţia inversă J-1 : M' -+ M este o 

asemenea isometrie. 

Soluţie: 

J : M -t M' este o izometrie =? J este bijectivă 

şi (V)P,Q E M avem IIPQIi = IIJ(P),f(Q)1! J­

bijectivă =? J - inversabilă şi J-1- bijecţie. 

10 
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.; 

;; 

IIP'Q'II = !lf(P);J(Q)il = ilPQII 

IIf- 1(P');J-l(Q')1I = IIf-l(f(P)),j-I(f(Q))1I = ilPQiI 
}=? 

=? IIP'Q'II = !W' (P'),j-l(Q')11, (V)P',Q' E M, deci /- 1 : M' -+ M este o Îzometrie. 

12) Dacă poligoanele convexe L = Pi> P2, ... ,Pr. şi L' = P{, Pf ... , Pn au I Pi , PiH ! 

=' IPI, PIHi pentru i = 1,2, ... , n - 1 şi P,PiH Pi+2 =' PiP!HP!+2(V)i = 1,2, ... , n - 2 aturci 

L =' L' şi [L] =' [L'] 

Soluţie: 

Construim o funcţie I a.î. I(P,) = Pl, i = 1,2, ... , n şi dacă P E IPi , Pi+l' 

~+2 

!~~ I O Q 

Funcţia construită anterior o prelungim şi la interiorul poligonului astfel: Fie O E int.L -+ 

O' E int.L' a.î. OP,P'+l == O'P!PIH şi HOPdl = 1!00Piii aceste puncte le unim cu vîrfurile 

poligonului. Se demonstrează uşor că triunghiurile astfel obţinute sunt congruente respectiv. 

Construim funcţia g: [L]-+ [L1 a.Î. 
, 

g(P) = 0', dacă P = O 

1 
f(P), dacă P E L 

P', dacă PE [P,OPi+d a.Î. ?iOP == PIO'P' (V) i = 1,2, ... ,n-1 

Funcţia astfel construita. este bijectivă (V) P, Q E [L] se poate demonstreze prin congruenţa 

triunghiurilor POQ şi P'O'Q' ca.l!PQII = IIP'Q'1i deci [LJ = [L'J 

=? DACĂ DOUĂ POLIGOANE CONVEXE SE DESCOMPUN i~ ACELAŞI 

NUMĂR DE TRlUNGHIURI RESPECTIV CONGRUENTE, ELE SÎNT CON­

GRUENTE 

13) Să se arate că raportul perimetrelor a două poligoane asemenea este egal cu raportul 

lor de asemănare. 

11 
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Soluţie: 

L = P1 P2 .•. ,Pn 

L' = p{~ ... , P,. 

L ~ L' =? (3)K > O şi 1: L -t L' a.Î. IIPQiI = kllf(P) f(Q)U(V)P,Q E L,iarP: = I(?;) 

Luînd succesiv În rolul lui P şi Q vîrfurile obţinem: 

k _ IIP1P2 1i _ IIPZP3!1 _ ... _ IIPIPzll + IIP2P3!1 + ... + IlPn+1Pnl! + IIP~P{I! _ !.-
=? - IIP{Pfll - "~P~II - - IIP{Pfli + II~P311 + ... + IIP~+lP~1I + I!P~P{I! - pI 

14) Paralelogramul ABCD are IIABIl = 6, IIACI! = 7 §i d(D, AC) = 2. Să se afle d(D,AB). 

Soluţie: 

D C 

A?/ 
A F B 

2. 7 
o-[ADC] = _. = 7 

2 
o-[ABCD] = 2·7 = 14 = 611DFII 

14 7 
=? IIDFII = - = -. 

6 3 

15) Dintre triunghiurile ABC cu IIBCI! = a şi "CAII = b,a şi b fiind numere date, să se afle 

un trunghi de arie maximă. 

Soluţie: 

A h=b·sinC::;b 

ill 
BaC 

a·h 
o-[ABC) = 2 este max cînd h este max. 

hmax=bcindsinC=l 

=? mIC) = 90 =? ABC este dr. in. C. 

12 
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16) Se consideră un pătrat ABCD şi punctele E,F,G,H,I,K,L,M. care împart fiecare 

latură în trei segmente congruente. Să se arate că PQ RS este un pătrat şi că aria lui este egală 
2 

cu gu[ABCDj. 

Solutie: 

liMDII = I!DIII =? MDI - !:; tI. isoscel 

=? m(DMI) = m(MID) = 45° 

La fel m(FLA) = m(AFL) = m(BEH) = m(EHB). 

IIRKII =? IISPII = JiPQ!1 = IIQRII = URSII =? SRQP este 

pătrat. 

IIABil = a IIAEII = 2a '!MIII = ./4a
2 

4a
2 

= 2aV2 
. , , '3 ' " y 9 + 9 3 

21i RI !12 = ~ => IIRIII2 = ~; => nRlli = 3~ = av; 

I'ISRII = 2aV2 _ 2aV2 = aV2:. 
. 3 6 3 

2a2 2 
u[SRQP] = 9 = gu[ABCD] 

17) Diagona.lele trapezului ABCD(AB II DC) se taie în O. 

a) Să se arate că triunghiurile AOD şi BOC au aceeaşi arie; 

b) Paralela prin O la AB taie AD şi BC în M şi N. Să se arate că IIMon = IIONII. 

Soluţie: 

a) 

CT[AOD] = u[ACD]- CT[COD] } 

CT{BOC] = CT[BCD]- CT[COD] 

u[ACD] = !IDCII·IlAEII ) 

CT[BCD] = IIDCII: IIBFII => 

IIAEII = IIBFII 

=> CT[ACD] = CT[BCD] 

=> u[AOD] = u[BOC] 

13 
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b) 

a[AOD] = a[AMO] + aIMOD] l 
a[AMO] = a[MPO] = IIMOH·IIOPII => a[AOD] = IIOMII(IIO~II + IIOQII) = IIO~II· h 

a[MOD] = a[MOQ] = IIOMlr·IIOQII 
2 

La fel a[BOC] = IIONii . h 
2 

a!AOD] = a[BOG] => IIOMIt· h = IIONII· h => 1I0MII = ilONI! 
2 2 

18) E fiind mijlocul laturii neparalele [AD] a trapezului ABCD, să se arate că a[ABCD] = 

= 2a[BCE]. 

Soluţie: 

IIAEi! = IIEDlI 
Ducem M N .LAB; DC 

IIENII = IIEMII = ~ 
a[BEC' = (!iABII + I!DCII)· h _ IIDBII· h _ !iDCII· h = (IIABII + IIDCII)· h = ~ [ABC D~ 

J 2 . 4 4 4 2a 
J 

Deci a[ABC D) = 2a[BEC]. 

19) Se dau: un unghi BAc şi un punct D în interiorul lui o dreaptă prin D taie laturile 

unghiului În M şi K. Să se determine dreapta MN a.Î. aria D.AMN să fie minimă. 

Soluţie: 

A 

a[AEDN'] este ct. pentru că A,E,D,N' sunt fixe. 

Fie o dreaptă oarecare prin D şi ducem Il la laturile 

ND şi DE. Oricum duce prin D o dreaptă a[QPA] 

este formată din: a[.4EDN] + aIN POl + a[DEQ]. 

În toate triunghiurile PAQ avem a[AEDNj constant. 

Să studiem 
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= IIN'D!! (h + IIEQ!I .h) = !lN'Dil. (h + h2 .h) = IIN'DII [(h -h )2+2h h J 
2 'IINDII 2 2 1 h , 2 2h, '2 1 2 

este minim cind ht = h2 =} D se află la mijlocul lui IPQI. Construcţia ~te deci: l:::,.AN M unde 

NM II EN'. În acest caz avem INDI;: IDMI. 

20) Să se construiască un punct P În interioarul triunghiului ABC, a.Î. triunghiurile PAB, 

P BC, PC A să aibe arii egale. 

Soluţie: 

A 

B"'--7.-.J......:I,;-_':::':::::,\ 
c 

u[ABC] = IIBCII· IIAA'II 
2 

Fie mediana IAEi şi P centrul de greutate al tri-

unghiului. 

Fie PDJ..BC u[BPC] = IIBCI! ·IIPDII 
2 

AA'J..BC} 
=} AA'II PD =} l:::,.PDE ~ l:::,.AA'E 

PDJ..BC 

I 'IIBCII·IIAA'1i 
IIPDII = I,PEII = ~ IIPDII = IIAAII [BPC] = 3 

=} ilAA'!I IIAEI! 3 =} 3 =}u 2 

= ~ !lBCII ;ilAA'1I = ~u[ABC] 

La fel se demonstrează că u[PAC] = u[PABJ = ~u[ABC] deci punctul este centrul de greu­

tate. 

21) Să se descompună o suprafaţă triunghiula.ră în trei suprafeţe de aceiaşi arie, prin paralele 

la o latură a triunghiului. 

Soluţie: 

A 

B 
C 

Fie M, N E AB a.Î. M E IANI 

Ducem M M' II BC 

MN'IIBC . 

I u[AMM1 (IIAMII) 
l:::,.AMM ~ l:::,.ABC =} u[ABC] = IJABII 

15 

_ 1 (IlAMII) 2 
1 

u[AMM1- 3u, II ABil = 3' 
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IIAMII = lI~ii; 6,A.N N' ~ ~ABC => 

=> ".[ABC] = iIABi! => (li AN!!) = ~ => IIANII = ~IIABII 
".[ANN1 (IIANII)2] 2 

fA "N"" _ ~ [ABC' ,IAB!! 3 V 3 
"., H J- 3 '" J 

22) Rezolvaţi problema analoagă pentru un trapez. 

Solu~ie: 

° IIODI! = a, 1I0AI! = b 

".[~CM'M] = ".[MM'N'N] = O"[NN'BA] = 

1 " = 3vlABCDj 

O"[ODC] IIODII2 a 
~ODC ~ ~OAB -+ O"[OAB] = iioA!l2 = b 

=> O"[ODC] = _a_
2 

_ => O"[ODC] = _a_2 _ 

".[OAB] - ".[ODC] b2 - a2 o-[ABCD] b2 - a2 (1 ) 

, v[ODC~ (1I0DIi)2 ".[ODC] a2 

~ODC ~ ~OMM => ".[OMM'] = IIOM!I => ".[OMM']- ".[ODC] = 1I0M1I 2 

=> ".[ODC] = a
2 => ".[ODC] = a

2
. (2) 

".[DCMM'] IIOMil 2 
- a2 ~O"[ABCD] ii.OMII' - a2 

3 

~ONN'~~ODC 

".[ODC] HODI! a2 O" [IDC] a2 
, 

o-[DNN'] = nONi! = HONII => o-[ONN']- o-[ODC] = IIONI!2 =? (3) 

".[ODC] a2 . O"[ODC] a2 

=> ".[DCN'N] = 1I0N211- a2 =? ~o-L4.BCD1J = IIONI!2 - a2 

3 ' 

2 JIONl i2 2 2 . 2b2 

Împărţim (1) la (3): 3 =! ~ ~ ~ a => 3110NI1 2 
- 3a2 = 2b2 

- 2a
2 => lIONI12 = ~. 

23) Prelungim razele duse la vîrfurile unui triunghi ecuilateral înscris într-un cerc L(O, r), 

pînă la intersecţia cu cercul care tre(".e prin vîrfurile unui pătrat circumscris cercului L( 0, r). 

Să se arate că punctele astfel obţinute sunt vlrfurile unui triunghi de aceiaşi arie cu hexagonul 

Înscris în L( 0, r). 

16 
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Soluţie: 

M 

1I0A!I = r --+ IIDEII = 2r 

3r2 v'2 
Uhez ...... = -2- (1) 

DEFD pă.trat înscris în cercul de rază R '* 
'* 14 = Rv'2 = IIDEII '* P../2 = 2r '* R = rv'2 

IIOMII = R = rv'2 

y'3 
, , 1I0MII·IIONII sin 120 rv'2. rv'2. 2 ~y'3 

ulOMNJ= 2 = 2 2 

r 2 y'3 r 2y'3 
u[MNP] = 3u[OMN] = 3-

2
- = -2- (2) 

(1) şi (2) '* ulM N P] = Uh=og"",. 

24) Să se demonstreze teorema catetei cu ajutorul ariilor. 

Soluţie: 

G 

Y-tt+--,------"::""G IIABII2 = IIBGII' !lBA'1i 

D 

Construim pătratele BCED pe ip. şi ABFG pe catetă. 

Ducem AA'.lBG 

u[ABFG] = IIABI12 

u[A'BDH] = IIBDII·IIBA'!I = IIBGiI·IIBA'li .. ·· 

25) Se consideră un /:;. echilateral ABG cu IIABII = 2a. Aria suprafeţei h"§urate determinată 

de cercurile L(A, a), L(B, a), L(G, a), L(A, 30) este egală cu aria sectorului de cerc determinat 

de arcul mic EF al cercului L(G,a). 

Soluţie: 

17 
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~ 
E~ 

. a 2 7r 1ra2 

ulsect ADH] = - . - = -. 2 3 2 

U(SI) = u[ABC] - 3u[sect. ADH] 

u"lABCl = [Zy'3 = (2a)zy'3 = aZy'3 
J 4 4 

rZ _ 

u[sect. ADH] = "2m(DH) 

meDiI) = ~m(5H) = ~. 60° = ~ 
. 180 180 ""3 

(1 ) 

(3a)Z IT 
u[Sz] = u[sect. AEG] - u[ABC] - u[sect. EC F]- u[sect. GBF] = -2- . 180 ·60 - a\/3-

aZ 
11" aZ 

11" 9az 
11" 2 r;; "aZ 1':aZ 31':aZ 211"a2 

Z 
__ o - ·120- -. -·120= -·--a v3- -- -= ---- a v'3 (2) 

2 180 2 180 2 3 3 3 2 3 

26) Să se arate că aria "coroanei circulare" cuprinse Între cercurile L(O, rz) şi L(O, r,) este 

egală cu aria unui disc avînd diametrul segmentul de tangenţă la cercul L( O, rl) cu extremităţile 

pe cercul L(O, rz). 

Soluţie: 

IIADII Z = ~ -ri 

u[L( O, rl)] = "lITi 

u[L( O, rz)] = 11"~ 

(1 ) 

u[disc. diam.IIABIIl = 1I"1IADII2 = 1I"(r~ - rî) (2) 

(1); (2) => u[disc] = u[coroană] 

27) Fie [DA], tOB] două raze ..L ale unui cerc de centru O. Pe arcul mic ABF se iau 

punctele C şi D a.Î. AC=BD şi fie E,F proiecţiile lui CD pe OB. Să se arate că aria 

suprafeţei margIDite de [DF], [FE, [EC]] şi arcul C-D este egală cu aria sectorului determinat 

de arcul C D al cercului C(O, IIOAII). 

18 
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Soluţie: 

<T[CDEF] = <T[CDLYC1 
2 

<T[CDLYC1 = <Tseg [CDBLYC1- <T[seg DBLY] 

,-... -. ....... 7r 

Notăm: m(AC) = m(BD) = o =? m(CD) = 2 - 20 

r 2 

<Tsect. = "2(0 - sin a) 

<T.[CDBD'C1 = ~[r. - 2a - sin(r. - 2a)] = q~(r. - 2a - sin 20) 

2 

<TA = [DBLY] = ~(2a - sin2a) . 

r 2 r 2 

= "2(r. - 2a - sin 20 - 20 + sin2a) = "2(r. - 40:) 

. <T[CDD'C'] r 2 ,r2 r. 
=?<TIDCEF]= 2 = 4(r.-40:) = "2(2- 20) (1) 

r2 --- r2 1r 
<T[sect COD] = "2m(CD) = "2(2 - 20) (2) 

(1) şi (2) =? <T[CDEF] = ".[sect.COD]. 

IIOIF:I = IIOEII 

".[pătra.t] = IIDEII2 = nOAII2 = ~ = V[ABC] 

28) Să se a.fIe aria. octogonului r~ula.t Înscris Într-un cerc de rază r. 

Soluţie: 

- r. 
Jl(AOB) = '4 

r. 2 v"2 
r 2 sin- r - r2..,/2 

<TrAOBl = __ 4 = _2_ = __ 
, . 2 2 4 

B 
".(ortogon) = 8· ~~ = 2v1zr2 

29) Să se a.ra.te, folosind a.rii, ca. suma distanţelor unui p..u:i.ct va.ria.bil situa.t în interiorul 

triunghiului echila.tera.l ABC la. la.turile lui este consta.nt. 

19 
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Soluţie: 

A 
a[ABC] = a[AMB] + a[AMC] + a[MBC] =} 

=} ah. = ad3 + ad2 + ad, =} 

d, + d2 + d3 = ha (a este latura 6 echilateral) ~ 
B C . aJ3 v aJ3 

=} d, -r d2 + d3 = -2- (pt. ca ha = 2)-

30) Se consideră un triunghi dat ABC şi un punct variabil M E IBC/- Să se arate că între 

distanţele x = d(M,AB) şi y = d(M, AC) există o relaţie de forma kx + ly = 1, unde k şi 1 

sunt constante_ 

Soluţie: 

ABC - 6dat =} a, b, c, h sunt constante 

a[ABCi = ah 
, 2 

a[ABC} = a[AMB] + a[AMC] =} 

ah cx by c b 
=> 2 = 2" + 2" => cx + by = ab => ah x + ah y = 1 => kx + ly = 1 

c _ b 
unde k = ah ŞI 1 = ah-

31)Fie M şi N mijloacele laturilor [BC; şi iAD] ale patrulaterului convex ABCD şi {P} = 

AMnBN şi Q = CNn;"-D- Să se arate că aria patrulaterului PMQN este egală cu suma 

ariilor triunghiurilor ABP şi CDQ. 

Soluţie: 

Ducem AA'.LBC: NN' .LBC; DD'.LBC => 

AA' i: NN' II DO' } ..... • => AfN' hme mIJlocIe m trapezul AA' O' D => 
I!ANII = ilNDII 

'/'V'V'il = IIAA'jJ + IIDO'II => 1·· : 2 

a[BCNi = IIBCII·IINN'II 
. 2 
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'BAM] , [MDG]_IIBMII· \!A.4'J! , iI-"fGll· ilOD'il :} 'IIBMII- 'IMG!I- IIBGii:} 
al Ta - 2 T 2 ",-1- ,,- 2 

:} a[BAM) + a[MDG] = IIB
2
GII (HAA'II ~ IIDD'I') = IIBGII ~IlNN'1: = a[BC"VJ 

a[BGN] = a[PMQN] + a[BPM] + a[MQG] } 

a[BG1';l + a[MDG] = a[BAP] + a[BPM] + a[MQG] + a[GDQl :} 

:} a[PMQN] = a[BPA] + a[GDQ]. 

31) Să se construiască un triunghi de aceeaşi arie cu un pentagon dat. 

Soluţie: 

Se construieşte intîi un patrulater care are aceeaşi arie cu pen­

tagonul dat. Ducem prin G a paralelă la B D şi prelungim IABI 

pînă intersecteazii. paralela in M. 

a[ABCDE] = a[ABDE] + a[BCD], 

a[BCD] = a[BDMJ(au vîrfurile pe o paralelii. la bază). 

Deci cr[ABGDE] = a[AMDE]. 

Apoi se consideră un triunghi care are aceeaşi arie cu patrulaterul AMDE. 

E D 

N 

Ducem prin o paralelă la AD, N aparţine intersecţie cu 

aceeaşi paralelă 

a[AM DE] = a[ADE] + a[ADE] = a[ADE}+ a[ADN] = 

= a[EDNj 

32) Să se construiască o dreaptă. ~are împarte o suprafaţă patrulateră convexă în două părţi 

de aceaşi arie. 
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Soluţie: 

D 

A~-+--~~----~C 

B 

ilAEl1 = IIEcli 
IlEF II BD '* O"[BDF] = O"[BDE] 

O"[ABFD] = O"[ABED] (1) 

O"[ADE] = O"[DEC] baze egale §i aceea.§i înalţime 

O"[ABE] = O"[BEC] 

O"[ABED] = .,.[BEDC] (2) 

.,.[DEF] = O"[BEF] aceea§i bază §i vîrfurile pe drepte paralele la bază. 

O"[DCF] =1 O"[DEC]+.,.[ECF]+u[DEF] =1 O"[DEC] +O"[ECF] + O"[BEF] = .,.[BEDC] (3) 

(1), (2), (3) '* .,.[ABFD] = O"[DCF] 

33) Într-un pătrat de latură 1 se une§te mijlocul fiecarei laturi cu extremităţile laturi opuse. 

Să se afle aria octogonului interior convex care se formează în acest fel. 

Soluţie: 

b.DCF==b.CBE,*CFD==CEB} _ _ _ _ '* m(CFN) + m(ECB) = 90° '* 
m(CEB) +m(ECB) = 90° 

'* m(CNF) = 90°:;. CEJ..DF 

ICFI == IEBI 1 
m(MBE) = m(NCF) '* b.DCF == b.BME:;. 

ICNi==IMBI 
INFI == IMEI 

m(NEB)+m(CFN) 

Se arată la fel că: 

ICNI == INBi == IAQI == IDP! 1 
INFi == IMEI == INQI == !PEI '* 
ICEI == INBI == lACI == IDFi 

'* IPNI == INMI == IQMI == IPQI 

'* M N PQ romb cu unghi drept '* M N PQ pătrat. 
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DIG == FIB =} b.DGI == b.DFI =} 

IDGI == IFBI ) IGII == IIFi ) 

i.G~I~ IC~I =} b.GIC == b.FIC =} 

GDI== FBI IICI = IIC. corn. 

=} GCI == iCI =} lE lACI 

La fel se arată că toate VÎrfurile octogonului aparţin axelor de simetrie ale pătratului, deci 

ortogopnul este regulat. 

I/CFII = ~, ilRFJi = ~, IICRI! = J~ + 116 = V; 
"V5111 _ 141 
I!NFII'"4 = 2"' 4" = 8 =} ilNF11 = 8' v5 = 2v5 

HECI! = J~ + 1 = V; 
iIBMII. v5 = 1 . .!. =} IIBMII = ~ 

2 2 y~ 

Consider separat pătratul 

2/2 = 2x2 

X = 1V2 
1 

2/ + 1V2 = V5 

1 1 
/(2 + V2) = v5 =} 1 = 0(2 + V2) 

1 
. a[QMNP) =-

.S 
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34) Diagonala [BD] a paralelogramului ABCD se împarte prin punctele M, N în 3 seg­

mente. Să se arate că AMCN este un paralelogram §i să se calculeze raportul dintre <7[AMCN] 

§i <7[ABCD]. 

Soluţie: 

D C IIOMII = IINMlI = !lNBII 

~ 
IIDCII? =? bMOC = bN BA =? liMCII = IIANII 

A B 

La fel se arată că bDAM = bBCN =? IIAM!! = IINCII 
Deci ANC M este paralelogram. 

a[AOB] = !IO.411 ·IIOBII sina 
2 

<7rAOD' = IIOA!l·IIODII sin(r. - a) 
,J 2 

a[ABCD] = iIOAII'!i0BII sin", + IIOA!I·liOD!lsina = 1I0Aii· sina(1!0.4!1 + iIODI!) = 

= 1I0A!! . iIDBi! . sina 

a[ANCM] = 1I0AII·IIMNII sin~ = 1I0AII. IIDBII sina = <7[ABCD] =? a[AMCN] = ~ 
, . 3 3 <7[ABCD] 3 

35) Se dau punctele A,B,C,D astfel încît ABnCD = {pl· Să se afle locul geometric al 

punctului M astfel ca: a[ABM] = a[CDM]. 

Soluţie: 

D4 ~P M 
A FF 

C 

Pentru a determinăm unghiul a: 

. II EMil . IIMFII 
SlUa= liMPII' smj3= PM 

sina IIEMII . . 
sinj3 = IIMFII = k =? SlUa = kSlU(a - a) =? 

=? sina = k sin a COS a + k cos asina 

,. a 2t k . 1 - t
2 

k 2t k 2 2( k ) l'otez t = tg- =? -- = ~lUa· -- + --. cos a =? t cos a . + 1- casa· t-
2 1 + t2 l + t 2 1 + t2 

kcosa -1 ± .j(k -1)2 + 2k(1- casa) 
-ksina = O=? t1.2 = kcasa decI am sta.bilit astfel poziţIile 

dreptelor locului geometric. 
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O"[ABMJ = 'IABiI' ilMEII 
2 

O"[CDMl = i.\CDII·IIMFII 
2 

ilMEII IiCD![ 
O"[ABM] = O"[CDM] =} !lABI!' :IMEII = IICDII· IIMFII =} ilMFil = ::.4Bii constant pen-

tru ca A, B, C, D - puncte fixe. 

Trebuie deci găsit locul geometric al punctelor M astfel încît raportul distanţelor de la acest 

punct la două drepte concurente să fie constant. 

II MEI! k F' >1" , •• ad' , II "'F" = . le 1Y1 mca un punct cu aceeaşI propnetate, Ica 
,,1Y1 li 

iiM'E'1I = k 
ilM'F'1I 

ME~AB } 1 =} ME li M'E' 
M'E'~AB 

MFJ..CD 

} 
=} MF II M'F' 

M'F'J..CD 

'* EMF == E'M'F' ) 
IIMEi! = IIM'E'ii '* 8MEF ~ !'c.M'E'F' '* 
IIMFIi IIM'F'!i 

=} FEM = F'E'W =} PEF = PE'F' =} ilPEr! = IIEFI! 1 
-. 1 - IIPE'II IIE'F'II 

dar IIEFII = !EMI! =} 

IIE'F'ii !lE'M'11 

=} !iPE'!i = IIE'M'I! =} !'c.PEM ~ !'c.PE'M' =} EP.loJ == E'-P;W '* P,M,M' coliniare '* 
IIPEII !i EM!!) 

PEM=:PE'M' 

locul geometric este o dreaptă ce trece prin P. 

Cînd punctele se află în 1: C P B se obţine încă o dreaptă ce trece prîn P. Deci locul geometric 

este format din două drepte concurente prin P, din care se scoate punctul P, Întruncît distanţele 

de la P la ambele drepte sunt O şi raportul lor este nedeterminat. 

Reciproc, dacă punctele N şi N' se află pe aceeaşi dreaptă ce trece prin P, raportul 

distanţelor lor la dreptele AB şi C D este constant . 

.... E II M'E' A "'E APM'E' IIEMII IIPMII 1 
1V1 =} LlP .. l ~ Ll '* !IE'M'II = liPM'\1 '* IIEMII = IIFMil =} 

MF li M'F' '* !'c.PMF ~ !'c.PM'F' '* IFMI = rlPMI ilE'M'l1 IIF'M'II 
, 1 IIF'M'II !iPM'1I 
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36)Problemă analogă În cazul AB II C D. 

Soluţie: 

Se arată la fel ca în problema precedentă că: 

tlMEIi /IMEI! k 
IIMFII =k~ IIMFII+IIMEII = k+l '* 

'* jjMEII = k ~ l' iar locul geometric al punctelor care se află la o distanţă constantă de o 

dreaptă dată este o paralelă la dreapta respectivă situată Între cele două paralele. 

Dacă fiABil> I!CDII '* d(MAE) < d(MCD). 

• v M E M E k M E k kd.. 
AtunCI dacă M F = k '* M F _ M E = 1 _ k '* d = 1 _ k '* M E = 1 _ k' decl se obţme 

încă. o paralelă la AB. 

37) Fie ABC D un patrulater convex. Să se afle locul geometric al punctului XI din inţeriorul 

ABC D astfel încît u[ABM] + u[C DM] = k, k - o constantă. Pentru ce valori ale lui k locuI 

geometric căutat nu este mulţimea vidă? 
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GEOME'I:RIE ŞI TRIGONOMETRIE 

1) Să se găsească locul geometric al punctelor astfel încît suma distanţelor la două drepte 

concurente să fie constantă, egală cu 1. 

Soluţie: 

Fie d, şi d2 cele două drepte concurente. Ducem 2 drepte paralele cu d, situate de o parte 

şi de alta a ei la distanţa /. Acestea intersectează pe d2 în D· şi B care vor fi puncte ale locului 

geometric căutat, întruncÎt suma distanţelor d(B,d,) + d(B,d2 ) = l + O verifică condiţia din 

enunţ. 

Ducem două drepte paralele cu d2 situate la distanţa l de ea care taie pe d, în A şi G care 

de asemenea sunt puncte ale locului geometric căutat. Paralele echidistante determină pe d2 

IDOl == lOBI 
segmente congruente =? la fel deci ABCD este paralelogram. 

IAOI == 10G~ 

, " , 2 =? IIGG'II = IIBB'II =? b.BOG este isoscel 
În b.BOG IIGG'II = d(G d ) = 1 } 

IIBB'II = d(B,d,) = l 

=? IIOGII = 1I0BII =? ABGD este dreptunghi. Orice punct M am lua de pe laturile acestui 

dreptunghi avem IIRr,d,l! + IIM,d2 11 = /, folosind proprietatea că suma distanţelor de la un 

punct de pe baza unui triunghi isoscel la laturi este constant şi egal cu înăl1jimea ce pleacă 

dintr-un vîrf al bazei, adică 1. Deci locul căutat este dreptunghiul ABCD. 

2) Să se arate că în orice triunghi ABG avem: 

a) bcos G + ccos B = a 

b) bcos B + ccosG = acos(B - G) 

27 
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Soluţie: 

A 

~ 
B a A 

În 6.ABG: cosB= II Bc
D II ~ !!BDII = ccos B 

În 6.ADC: cosG= iiDbCII ~ IIDGII = bcosC 

Deci a = IIBD/I + /lDC!! = ccos B + bcos C 

a b c {b=mSinB 
sinA = sinB = sinG = m ~ c = msinC 

m 
bcosB + ccosG = m sin Bcos B -'- msin Ccos G = 2(2sinBcosB + 2sinG cos G) = 

= ~(sin2B + sin 2G) = ~. 2sin(B + G) cos(B - Cl = s~(1r - A)cos(B - Gl = 

= acos(B - Cl. 

3) Să se arate că între unghiurile triunghiului ABC avem: 

1Jl- a2 

al bcosG - ccosB =--
a 

b) 2(bccos A + accosB + abcos G) = a2 + lJl + ~ 

Soluţie: 

a2 + b2 
_ ~ a2 + lJl - ~ 

al cos G = 2ab şi cos B = ---'2--. ac 

a2 + b2 _ c2 a2 + ~ - lJl 
bcosC-ccosB=b· 2ab -e· 2ac 

21Jl - 2~ lJl - ~ 

2a a 

a2 + lJl - ~ _ a2 _ ~ + b2 

2a 

b) tot din teorema cosinusului ~ 2bc cos A + 2ac cos B + 2ab cos G = 2bc b
2 

+ ;: - a
2 

+ 

~+~-1Jl ~+IJl-~ . 
+2ac ZAc + 2ab 2ab = b2 + e2 

- a2 + a2 + e2 
- b

2 + a 2 + b2 
- e

2 = a 2 + b2 + e2 

4) Folosind teorema cosinusullii să se arate că: 

4m~ = 2(b2 + ~l - a 2 unde m. este lungimea medianei corespunzătoare laturii de lungime a. 

Soluţie: 

a 2 a 
m2 = ~ + - - 2-ccos B • . 4 2 
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A 

~ 
~ b C 

4m~ = 42 + a2 
- 4accos B = 4c2 + a2

_ 

a2 +2-Tr 
-~ =~+~-~-~+~= 

2ac . 

= 2c2 + 2b2 
_ a2 = 2(b2 + c2

) _ a2 

5) Să. se arate că triunghiul ABC în care a; c = ctg ~ este dreptunghic. 

Soluţie: 

În teorema sinusului '* a = m sin A 
a b c -- = -- = -- = m'* b = m sin B 

sinA sinB sinC 
c= msinC 

a + c msinA + msinC sin A + sinC 

b msinB sinB 

. A+C A-C 
2sm--cos--

2 2 
.B B 

2sm 2 cos 2 

.". B A-C B A-C A-C 
sine -2 - -2 ) cos -- cos - cos -- cos --
_-",-~.---.....,~2,,-- _ 2 2 _ 2 

.B B - B B - B 
sm cos sin - cos - sin -2 2 2

B 
2 2 A-C B 

B cos 2 
ctg 2 =--:B 

'* cos -2- = cos 2 '* 

sm 2 
A-C B 

,*--=-
2 2 

A = 900 

A-C B 
-2- = -2 '* A - B = C sau A - C = B '* sau sau sau 

A+B=C 2C = 1800 

6) Să se arate că, dacă în trunghiul ABC avem ctg A + ctg B = 2 ctg C '* a2 + b2 = 2c2 

Soluţie: 

cos A cos B cos C 
ctg A+ ctg B = 2 ctg C '* -.- + -.- = 2-.-

smA smB smC 

cos A = Tr + 2 - a
2 

2bc 
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a2 + r? _ b2 

COS B = --'-:2a:--c--

C _ a2 + b2 - r? 
cos - 2ab 

a b c . A a . B b ··C c. l . d b· 
sinA = sinB = sinC = m =? SIn = ;:;;,Slll = ;:;;,Slll =;:;;; III OCUIn o ţmem 

7) Să se determine elementele necumoscute ale triunghiului ABC fiind date: 

a) A,B şi p 

b) a + b = m, A şi B 

c)a,A; b-c=o: 

Soluţie: 

) F l 
. d .. a b c a~b+c 

a o osm teorema sinuS110r =? -.- = ~B = ~C = . A· . B . C 
sm A Slll sm· Sin -t- Slll + Slll 

2p 

sin A + sinB + sinC 

a= 2psinA .b- 2psinB _. 2psinC 
sinA+sinB+sinC' - sinA+sinB+sinC

c
- sinA+sinB+sinC 

iar C = 1<" - (A + B) 

b) _a_ = _b_ = a+b = m a = ·msinA 
~A ~B ~A+~B ~A+~B=? ~A+~B 

=? C = asinC = asin(A + B) dar _a_ = _e_ 
sinA sin A sinA sinC 

b = . msinB =? 
smA+smB 

a b c b c b-c d a 
c) sin A = sinB = sinC;sinB == sinB = sinB-sinC = sinB-sinC = sini!. ~ 

=? sinB-sinC = dsinA =? 
a 

. B-C B+C dsinA 
=? 2S111 --cos -- = --

2 2 a 

B+C 1<" A B+C. A 
B+C = 1<"-A=? -2- = 2"-"2 =? cos-2- =sm"2 

Deci: 
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2. B-C . A d . A A B-C d A 
sm-2-smi = ~2smicosi =;> sin-

2
- = ~cosi 

SI"· ul afl" B . CA· afl" b asinB. b d erezovaslstem ,se a §l . pOlse a = sinA §lC= -. 

8) Să se arate că În orice triunghiul ABC avem 

A-B C a-b 
tg -2- tg i = a + b (teorema tangenţelor) 

Soluţie: 

a b c a=msinA 
--=--=--=m* 
sinA sinB sinC b=msinB 

a - b m sin A - m sin B 
a + b = m sin A + m sin B 

.C 

sinA-sinB 

sinA+sinB 

A-B sm "2 A-B C 
tg -2------c = tg -2- tg i 

cos-
2 

. A-B A+B 
2sm -2- cos -2- _ 

2 
.. 4+B A-B-
sm--cos--

2 2 

9) În triunghiul ABC se dă Â = 60° şi ~ = 2 + V3. Să se calculeze tg B - C şi unghiurile 
c 2 

B §i C. 

Soluţie: 

Folosind teorema tangentelor 

b-c B-C A 
b + c = tg -2- tg i 

A (A) ° A V3 1 
A E 60° * m i = 30 * tg "2 = ""3 = V3 

b 2+V3 b-c 2+V3-1 1+V3 
~=-1-*b+c=2+V3+1 =3+V3 

B-C 1+V3 1 . (B-C) {B-C=900 
tg -- = -_. - = 1 * iL -- = 45° * 

2 3 + V3 ~ "2 B + C = 120° 
V3 
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10) Într-un patrulater convex ,&.BCD se dau iiADii = 7(,J6-- v'2), IICDI! = 13, IIBCII = 

= 15, C = arccos ~: §i D = i + arccos 1
5
3 _ Se cer celelalte unghiuri ale patrulaterului §i lIABI!-

Soluţie: 

D 

A~ 
B C 

În L::.BDC avem: 

iiBDII2 =132 _152 
- 2 -13 -15cosC = 133 + 152 

- 2 -13 -15~: = 

3 ' 1 = 132 + 152 - 2 - 13 - 15 - --'- = 132 + 152 
- 18 - 11 = 196 =? 

13 - 5 

=? IIBDII = 14 

2 = ~ =? sinBDC = 15 -sinC 
sinC smBDC 14 

_ C ~ (65 - 33)(65 + 33) ;'2'3 -72 56-
sm =yl-65î= 652 =V 652 =65 

_ 56 
- 1~ - 65 15 - 56 3 -5 - 14 - 4 12 

sin BDC = ~ = 14 _ 65 = 14 - 5 -13 = 13 

- ~ h69-144 5 
cos2BDC = y1- 169 = V 199 = 13 

- 5 
sinBDC = arccos 13 

sinADB = ~ -L arccos ~ - arccos ~ = ~_ 
4 ' 13 13 4 

În L::.ADB =? IIABII2 = 49(,J6 - v'2)2 + 142 
- 2 -14 - 7(,J6 - v'2)';; = 49(6 + 2 - 2v'2)+ 

+196 - 93(v'2 - 2) = 98(4 - Vl2) - 98(Vl2 - 2) + 196 = 98(4 - Vl2 - Vl2 + 2) + 196 = 

= 196(3 - Vl2) + 196 = 196(4 - 2V3) = 196( V3 - 1)2, 

IIABII = 14(V3 -1) 

În L::.AD B aplicăm teorema sinusurilor: 

~ = _IiA_B_1I =? 7(,J6-v'2) = 14(.;3-1) = _28.o....:.(.;3--o=3~---'-l) 
sinABD sin! smABD v'2 v'2 

2 
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sinABD = 7(v1- 2) = 14(.;3 -1) = ~ = (ABD) = ~ 
28( .;3 - 1) 28( .;3 - 1) 2 1-' 6 

p(A) = A _ ~ _ ~ = 12". - 2". - 3". = 7lf 
6 4 12 12 

7".". 5 33 14". 5 33 
I-'(D) = 2". - - - - - arccos - - arccos - = - - (arccos - +arccos-) 

12 4 13 65 12 13 65 

---------- ---------­(3 

5 _ 12 
cos a = 15 =? sma = 13 

cos 8 = 33 =?sin8= 56 
. 65 . 65 

_. 5 33 1256 507 
cos(a + (3) = wsacos(3 -smasm(3 = 13 - 65 - 1365 = -13- 65 = 

3 
a+f3=".-arccos 5 

14". 3 2". ". 
I-'(D) = 12 -". + arccos 5 = 12 + arccos35 = 6" + arccos 35 

Sau se află I-'(DBC) §i se adună cu ~_ 

Il) Să se calculeze aria /:,ABC atUllci cînd: 

) 7 B - 24 C - 12 
a a = 1, = arcsm 25' = arcsm 13 

b) b = 2,Â E 135°,6 E 30° 

c)a=7,b=5,c=6 

d) Â E 18°, b = 4, c = 6 

Soluţie: 

a) B = arcsin 24 =? sinB = 24 =? cos B = 2-
25 25 25 

_ 12 _ 12 5 
C = arcsm 13 =? smC = 13 =? cosC = 13 

3 -132 

13 - 13 -5 
3 

5 

sin A = sin[11" - (B + C)] = sin(B + C) = sinBcosC + sin Ccos B = ~: -1
5
3 + ~~ - :5 = 

120 + 84 204 

325 :- 325 
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2412 . 
2 . B . C 289 . --

S = a sm sm = 25 13 
2 sin A 2.204 

325 

b) b = 2, Â E 135°, C E 30° ~ B E 15° 

. A '5 .J2 sm =sm4 = 2 

sinC = ~ 

.J2 1 . 
S b2sinAsinC 42 , 2 .J2 

= 2sinB = V3-1 = V3-J 
2--

2.J2 

d)ÂEI8°,b=4,c=6 

(A) = ~O ţJ. 10 

2Â = 36°,3Â E 54° 

.J2( V3 + 1) 
2 

sin 30° = cos 54° ~ sin2A = cos3A ~ 2sinAcosA = cos(4cos2 A - 3) ~ 

~ 4 sin2 A + 2 sin A-l = O 

sinA= -2±y20 = -2±2y'5 = -1±y'5 
8 8 4 

. A -1 + y'5 A At (A) 180" A O sm = --4-- mtr-uncI m < ŞI sm > 

12) Cîte triunghiuri distincte sub aspectsimetric există astfel încît a = 15, c = 13, s = 24 

Soluţie: 
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acsinB 48 16 
--=24=}sinB= -, -=-

2 15·13 65 

oosB = J1- 162 = (65 -16)(65 -16) = 
652 6S2 

= t9 . 81 = ~ = 63 
652 65 65 

7·9 
b2 = 132 + 152 

- 2 . 13 . 15 . -3- = 132 + 152 
- 376 = 394 - 378 = 16, 

1 ·5 

b=4 

b2 = 132 + 152 + 2 . 13 . 15 ' ~ = 394 + 378 = 772 = 4 . 193 
. 13·5 

b~ 2y193 .. 

13) Să se afle aria f::,ABC, dacă a = V6, Â E 600, b + c = 3 + J3. 

Soluţie: 

6 = (b + C)2 - 2bc - bc = (b + c)2 - 3bc } 

b+c=3+J3 
=} (3 + J3)2 - 3bc = 6 

9 + 6J3 + 3 - 3bc = 6 =} 2(1 + J3) = bc 

b+c=3+J3 } 
bc= 2+2J3 

=} X2 - 5x + p = O =} X2 - (3 + J3)x + 2 + 2J3 = O =} 

3+J3±~ 3+J3±J~ 3+J3±(v'3=l") 
=} XI.2 = 2 = 2 =. 2 =} 

XI = 1+J3 

Deci b = 1 + J3 §i e = 2 sau b = 2 §i c = 1 + J3 

3+v3+V6 
2p = V6+ 1 + J3+2 = 3+ J3:+-2 = 3+ J3+V6 =} p= --2--

S = Vp(p - a)(p - b)(P - e). 
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14) Să se afle aria patrulaterului din problema 9. 

r::7\. 
7(V6-v'2)~ 

D 13 C 

IIADfI = 7( V6 - v'2) 

IICDIi = 13, ilBCII = 15 

La problema 9 s-a aflat 

iiBDI! = 14, IIABII = 14( y'3 - 1) 

Se află cu formula lui Heron aria fiecărui triunghi şi se adună 

a[ABCD] = a[ABD} + a[BDC] 

15) Dacă Sn este aria poligonului regulat cu n laturi, să se calculeze: S3; S4; S6; S8; S12; S20 

în funcţie de R, raza cercului circumscris poligonului. 

Soluţie: 

Sn = "!.R2 sin 271" formula pentru aria poligonului regulat. 
2 n 

3 2 271" 3y'3R2 

n = 3 =} S3 = -R sin - = --
2 3 4 

4 T>2 • 271" 2 
n = 4 =} S4 = 2" It SIn "4 = 2R 

6 271" 3~R2 
n = 6 =} S6 = -R: sin - = --

2 6 2 

8 2 .211" 1<>2 
n = 8 =} S8 = 2" R SIn "8 = 2v 2R 

12 . 211" 
n = 12 =} S12 = 2" R: SIn 12 = 3R: 

20 ..... 211" 2V5-1 5, r- )02 
n=20=}S20=2"ICSIn

20 
= lOR -4-=2"\V.:l-1 It 

16) Să se calculeze aria poligonului regulat ABC D ... AI insscris În cercul de rază R, §tiind 

că: 

1 1 1 

I[ABii = !iACII + IlADII' 
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'. 

Soluţie: 

~
CD 

A a 
O 

m(AB) = 2d =? m(AOB) = 2d 

În f:,BOM 

. IiBMII IIBMII = Rsina 
sma = IIIBOII =? 

IIABII = 2Rsina 
(1) 

A IjNCjj 
In f:,NOC: sin2a = 'iIOCIi =? IiNCjj = Rsin2a =? IIACII = 2Ra (2) 

În f:,POD: sin3a = ::g~:: =? I!DPII = Rsin3a 

IIADli = 2Rsin3a (3) 

Înlocuind (1), (2), (3) în relaţia dată: 

1 1 1 1 1 1 
2Rsina = 2Rsin2a = 2Rsin3a =? sina = sin2a = sin3a 

1 1 1 1 sin3a-sina 2sina·cos2a . 2 
sin2a = sina = sin3a => sin2a = sina· sin3a = sin a . sin3a => 2sm acos2a = 

. 3 . 4 . 3 . 4 . 3a O 2' a 7a O . a O = sm a => sm a = SIn a => sm a - sm = => sm 2" cos ""2 = ~ sm 2" = sau 

cos 7a = O. 
2 

sin ~ => ~ = O impos:bil 2 2 A 

7a 7a 7r 7r ~ 27r 
cos - = O=>- = - => a = - =? m(AB) = -

2. O 2 7 ·7 

m( cerc întreg) 
n= 

m(AB) 

27r 
21r = 7. 

7 

Deci poligonul are 7 laturi. 

7 2 • 27r 
S7 = 2R sm] 

17) Să se arate că în orice triunghi ABC a.vem: 
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A 
b) S = (p - a) tg "2; 

A B C" 
e) p=4Rcos"2cos"2cos"2 

A. B C 
d) p - a = 4Rcos "2 cos "2 cos "2 

e) m~ = R2(sin2 A+4cosAsinBsinC) 

f) ha = 2RsinBsinC 

Soluţie: 

_ ~_, _ !(p-b)(p-c)_!(p-a)2(p-b)(p-c)_ 
(p a) tg 2 - \P Il ) ~ p{p _ a) - ~ p(p _ a) -

_ lP{p-a)(p-b)(p-c) _ 9_ 
-V" r -p-r 

b) ~ = (p - a) tg~ =} S = p(p - a) tg:i 
p 2 2 

,---;---::- ~ ~ 

e) cos ~ = . /p(p - a) cos!!. = V/P{P -1>} cos Q = ,/p(p - c) R = abc =} 4R = abc 
2 V bc' 2 ac' 2 V ab' 4S S 

4Rcos~cos!!'COsQ=abc" p'3(p-a)(p-b)(p-c) abcJp'30p-a(p-b)(p-c) abc 
2 2 2 S a2b2c2 = S abc = S 

pS 
abc = p 

A B C abc p(p-a)3(p-b)(p-c) abc p-a 
d) 4R cos "2 cos "2 cos "2 = S" broeab S" abc 

S=p-a 

"A a "B b" c 
sm = 2R' sm = 2R' smC =' 2R 

~+el _a2 

cos A = 2bc 

~(sin2A+4cosAsinBsinC)=R2 -+4 "-"- = ( 
a2 ~ + el - a2 b c) 

4R2 2bc 2R 2R 
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ah, 25 abc b . c . 
f) 5 = 2 ~ ha = 7' R = 45' 2R = sm B, 2a = sm C 

2R sin B sin C = 2R . ~ . ~ = ~ = ~ = 2bc5 = 25 = h 
2R 2R 2R 2 . abc aoc a a 

15 

17) Dacă 1 este centrul cercului inscris în triunghlul ABC să se arate că 

"AII' R' B . C il·'"1 1=4 Slll"2 s1n 2 
Soluţie: 

B 

~ 
.1~ 

C 

Aplicărn teorema sinusurilor În DABI: 

iiAI!; JIEI;: !IABi' 
~=~=-:-=-
sin - sin _ S!fi BIA 

2 2 

(-) o A+B o o coc 
n,\BIA, =180 --2-=180 -90 +2=90 +2 

. B-I4 . (900 c "S00 900 c) . (90' c, c SIn . = SUI + -l = Sln'\' 1 - - - = SIn - -lI = cos -2 
2' 2 2' 

Teorema sinusurilor aplicată în D.ABC 

iiABIi " . ,C C. B 
'sinC' = 2R ~ !iABi! = 2RsmC = 4Rs:n '2 cos '2 SlD '2 

1 . B . C 
-C = 4R5In'2 S!fi'2 
C05-

2 

lS) Să se demonstreze teorema sinusurilor utilizînd metoda analitică 

Soluţie: 

C o 

B(c.O) 

În DACC' : sin(180° _ A) = ii C;': ~ 

~ !lCC'ii = bsinA:'cos(180° - A) = bcosA. 

Deci coordonatele lui C sunt (- b cos A, b sin A) 

Centrul cercului circumscris se află la intersecţia 

perpendicularelor duse prin mijlcurile laturi lor AB 

şi AC. 
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1 1 
mEO = --- = -- = ctg A 

mAC tg A 

E(O - bcosA. O + bSinA) = E(- bcos A. bSinA) 
2 . 2 2 . 2 

E . dre . EO (A) bsinA A( bcosA) ·cuaţla ptel· : Y - Yo = m - Xo =} Y - -2- = ctg x + -2-

c 

A 

_ I' _ ! (=)2 (_b CCOSA)2 
R-1I0A'I-~ 2 + 2sinA+2sinA 

'1 c
2 

( cos2 A) 1 = - 1+-- +--(b2+2bccosA)= 
~ 4 sin2 A 4sin2 A 

= J-.-\-(c2 + b2 + 2bccos A) = J .a
2

2 = 
4sm A V 4sm A 

B 

=_a_=}R=_a_ 
2sinA 2sinA 

Calculul reIa.cut pexitru acelalii desen dă: 

(bcosA,bsinA) 

1 
mAC = tgA =} mOE = --A 

tg 

(OE) : 2sinA = -2xcosA + B 

0(= -CCOSA+b) i IIOAII = R= 
2' 2sinA Ş 

= /~+ b2+c2cosA-2bccosA = 
V 4 4sin2 A 

= 1_._1_. (c2 sin2 A + r2 cos2 A + b2 _ 2bccos A) = _.a_, V 4sm2 A 2smA 

folosind teorema cosIDusului. 

19) Folosind teorema sinusurilor să se arate că Într-un triunghi la latura mai mare se opune 

unghiul mai mare. 
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Soluţie: 

a b C 
sin A = sinB = sinC = 2R 

Presupunem a > b. Să demonstrăm că A > B 

sin A = sinB '* b = ginB '* sin A > 1 '* A,B,C E (0,7r) '* sinB > O 
a b a sinA 1 

a > b '* - > 1 Sin B 
b 

. A . B . A . B O 2' A - B A + B O A + B 180
0 

- C '* Sin > SIn =O- Sin - Sin > '* SIn -2- cos -2- > '* -2- = --2-- = 

= 90 0 
- ~ 

2 

A+B (oeirc C, . C .. A-B A-B 
cos ~ = cos 9 - "2) = Sin "2 > O deCI ŞI -2- > O '* -2- > O '* A > B 

(
7r A - B 7r) 

-2<-2-<2 

20) Să se arate că în orice triunghi ABC avem: 

, acosC -bcosB C O -1. b 
ai acosB-bcosA + cos = , a, 
b) sin(A-B)sinC _ _ a2 

___ b_2 

l+cos(A-B)cosC a2 +b2 

B I 3B) B B 
e) (a + e) cos "4 + a cos \ A +"""4 = 2ecos"2 cos "4 

Soluţie: 

a) a = 2Rsin A, b = 2Rsin B 

2R sin A cos A - 2R sin B cos B ~ cos C = eesC ... sin A. cos A - sin B cos B = 
2RsinAcos B - 2Rsin BcosA . , sin A cos B - sin B cos A 

1. Al. 2B 
'2 SIn 

2 -'2 SIn 1 2sin(A-B)cos(A+B) 
= sin(A-B) +cosC='2' sin(A-B) +cosC= 

cos(A + B) + cos C = cos(180° - C) + cos C = - cos C + cos C = O 

b) Transformăm produsul în sumă: 

. (A B)' C cos(A - B - C) - cos(A - B + C) • 1 [ A Bl 
SIn - SIn = 2 ='2-cos2 +cos2 = 

(B + C = 1800 
- A, A + C = 1800 

- B) 
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(1 ) 

l' (A B) C 1 cos(A - B + C) + cos(A - B + C) • -t-cos - cos = + 2 = 

2 + coo(180 - 2B) + cos(2A - 180) 

2 

(A + B = 1800 
- B, B + C = 1800 

- A) 

• 2-cos2B-cos2A 2-1+2sin2B-l+2sin2A .2A .2B (a)2 
= 2 = 2 = sm + sm = 2R + 

~ (l!....) 2 = a
2 + b2 

'2R 4R2 
(2) 

B (3B) B. B (3B) B c)(a +c)cos- + bcos A+ - = acos- +bcos- +bcos A+ - = ccos-+ 
4 4 4 4 4 <1 

( 
3B\ (3B) +acos B- 4 )+bcos A+'4 

Considerăm ultimii 2 ',;ermeru: 

( 3B) (3B) . / 3B) . (3B) acos B- 4 +bcos A+ 7 = 2RsmAeas ,B- 4 +2RsmBcos A- 7 = 

[ . ( 3B). ( 3B) ( 3B). ( 3B)] =R sm A+B-
4 

+sm A+B+7 +sin A-B+
7 

+sm A-B+
7 

= 

3B 3B. 3B 3B 3B 
= 2Rsin(A+ B)cos7 -2Rsin(7r - C)cos 4 + 2Rsmccos 7 = ceas 4 +ccos 7 = 

= c (cos!!.. + cos 3B) = 2ccos!!.. ~ cos 3B4 = 2ccos!!.. cos!!.. 
4 4 4' 2 2 

21) În triunghiul ABC, A E 45~, il ABil = a, nACIi = 2f a. Să se arate că tg B = 2. 

Solutie: 
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A 

~ 
Aplicăm teorema cosinusului în tri~ghiul ABC: 

IIBCI12 = a2 + ~a2 _ 2a. 2V3 . a. v'2 = a2 + Sa
2 

_ 4a
2 

= 5a
2 

.' 9 32 9'39 

C IIBC!! = aJ5 
. " 3 

, 2" 2 , . 2 ' ,..~, 8a2 
2 5a2 avls 

IIACl! = jiABIi + IjBCIf - 2:I~B!!jiBLllcosB => 9 = a + 9 - 2a· 3 ·cosB 

2a2v1s cos B 5a2 8a2 6a2 6a2 3 1 vis => = a2 + __ - = - =>cosB= _. -V5= - =-
2 . 9 9 9 9 2a2 vis 5 

sinB=Vl-cos2 B=./1 - 5 = 2 vis 
V 25 5 

'a B _ sin B _ 2y'5 . ~ - 2 
'o - cos B - 5 vis -

22) Fie .A', B', C' puncte de tangentă ale cercului Înscris unui triunghi ABC cu laturile 

." " IJ'[A'B'Cr; r 
acestUIa. Sa se arate ca rAC] =-

IJ'l B 2R 

Soluţie: 

A 

IJ'[B'C'I] = r
2

sinA 
2 

C 

_a_ = 2R => sin A = ~ 
sin A 2R 

r 2 ..!!..... 2 

O'[B'C'I] = -.JJi = ~ 
2 4R 

iiIAl1 = IIIBli = IIICii = r 

IC'J..AB} . => IA' B'C' patrulater iscriptibil => 
IA'J..BC 

m(A'IC') = 180 ~ E => sin(A'IC') = sinE 

La fel sin A'lB' = sin C şi sin C' I B' = sin A 

r 
Analog a[A'B'I] = 4R(a + b+ e) 

O'[ABC] = s = rp 
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u[A'B'C'] r2 (a+b+c) 1 r 
----'.--;-;::-== =?-=-
u[ABC] 4R rp 2R 

23) Să " , . . ghi ABe . A a 
. se arate ca m OrIce trllln sm - < /1:. 

2 - 2vbc 

Soluţie: 

24) Să se rezolve triunghiul ABC cucunoscîndu-i elementele A, B şi aria S. 

Soluţie: 

C = 7r - (A + B) 

S = a2 sin BsinC 
2sinA 

A, B, C cunoscute 
} ~ s. .. , , 

a b • asinB " 
sin a = sin B =? o = sin A . La fel se afla c. 

4 
25) Să se rezolve triunghiul ABC cunoscînd a = 13, A = arccos 5" şi mediana corespunzîtoare 

It" 1./15 '3 a urll a, m. = "2 V v,) 

Soluţie: 

4 4. r:--I6 3 
A = arccos 5" =? cos A = 5" =? sm A = VI - 25 = 5" 

Teoremacosinusului =? a2 + b2 + c2 
- 2bccos A =? 169 = 841 - 2bc~ =? 8~ = 841- 169 =? 

=? bc = 420 

b
2 
+ c' = 841 } =? { b = 21 sau 

bc = 420 c = 20 { 

b = 20 

c = 21 

_a_ = _b_ =? sinB = bsinA se află B 
sinA sin8 a 
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C = 1800 
- (A + B) 

2" 3 
1--:- 63 ·63 

sinB = --;) = - =} B = arcsin-
13 65 65 

C 1800 ( 4 - 63) 800 ( . 3 . 63) = - arccos 5 + arCSfi 65 = 1 - arCSfi 5 + arcslll 65 

Se calculează suma. 

Sau 3 
20 - - 12 12 

sin B = __ 5 = - =} B = arcsin -
13 13 13 

C~1800-(~+~J 
. ( a)· .'1 - a 3 5 12 4 63 a _ 63 

SIn a +,' = SIn a cos i-' + SIn. COS a = 5 -13 + 13 - 5 = 65 =} a +. = arcsm 65 

C = 1800 
- arcsin :! 

27r 
26) Să. se calculeze unghiurile triunghiului ABC ştiind că B - C = 3" şi R = 8r unde R şi 

r sunt razele cercurilor circumscrise şi Înscrise În triunghi. 

Soluţie: 

R = 8r =} !:. = ~ 
R 8 

B-C B+C 
r A B r< 1 ACos---cos-.-

Ştim deja că. =} - = 4 sin - sin - sin::::' =} - = 4 sin _ 2 2 =} 
R 22282 2 

1 _ A (211" 1800 
- A) 1 _ A ( 7r . _ A \ 

=} 8 = 2 SIn"2 cos "6 - cos --2-- =} 8 = SIn"2 cos '3 - sm"2) =} 

1 _ A (1 . A) 
=} 8 = 2 SIn"2 2 - sm "2 

N ~ . A A .otam Stn"2 = t. vem 

1 (1 \ 2 8=2t 2-t)=t-2t 

1 = 8t - 16t2 
=} 16t2 

- 8t + 1 = O =} 

4t-12=0=}t=~ 
4 
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·A 1 A r-T v'i5 
sm 2" = 4; cos 2" = V 1 - 16 = -4-

. . A A v'i5 . 05 
smA = 2sm2" cos 2" = -8- ~ A = arcsm-

8
-

1 
B + C = 7\" - arcsin v'i5 

211" 8 din acest sistem se află B şi C. 
B-C=-

3 

511" . v'i5 
2B = - - arCSlll--

3 8 

511" 1 . v'i5 
B = - - -arcsm--

6 2 8 

211" 57r 211" 1 . ~ 11" 1 . v'l5 
C = B - - = - - - - - arcsm v 1;:,8 = - - - arCSlll --

3632 62·8 
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.. 

PROBLEME DIVERSE 

1) Să se determine mulţimea punctelor din plan ale căror coordonatele afine z satisfac: 

a)lzl = 1; 

37r 
b)7r < arg z ~ 2; z # O; 

411" 
c)arg z > 3' z # O; 

d)lz + il ~ 2 

Soluţie: 

a)lzl=l } 

Iz! = Jx2 + y2 
~ x2 + y2 = 1 deci mulţimea căutată este cercul C(Q,l) 

37r 
b)7r < argz ~ 2. 

Mulţimea căutată este dată de toate punctele cadranului III la care se adaugă semidreapta 

10y, deci toate punctele cu x < O, y < O 

c) 
411" 

argz>3'z#O 

arg z E [0,27r] } 

411" 
~3<argz<27r 

XB = cos ~ = cos (7r + i) = - cos i = -~ 
. 47r . 7r v3 

YB = sm 3 = -sm3" =-2 
v3 

mOB = -+ = v3 ~ OB : y = v3x 
2 

Mulţimea căutată este mulţimea punctelor interioare ale unghiuri cu laturile semiaxă pozi­

tivă şi semidreapta 10B. 

d)lz+il~2 
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z = x + yi imaginea sa geometrică M. 

z + i = x + yi + i = x + (y + l)i 
iz + il = JX2 + (y + 1)2 ~ 2 =? ilO'Mli ~ 2 =? x2 + (y + 1)1 ~ 4 =? 1I0'Mij2 ~ 4 

unde 0'(0, -1). 

Deci mulţimea căutată este discul de centru 0(0._1) şi rază 2. 

2) Să se demonstreze că rădăcinile de ordin n ale unităţii sunt egale cu puterile rădăcini 

particulare CI 

Soluţie: 

2krr . 2krr 
ck=COS~+tSIn~, k=O,l, ... ,n-l 

27r .. 27i 
E:l = cos - + ZSln-

n n 

27r .. 27r ( 2". .. 27r î k k 
"k = cos k--;;: + t SIn k--;;: = .cos --;;: + t sm --;;:) ="1, k =2,3, ... ,n - 1 

3) Ştiind că numărul complex z verifică ecuaţia Z4 = n, să se arate că numerele 2, -iz şi iz 

verifică această ecuaţie. 

Aplicaţie: Să se calculeze (1 - 2i)4 şi să se deducă rădăcinile de ordin 4 ale numărului 

-7 + 24i. 

Soluţie: 

Fie ecuaţia Z4 = n. Dacă z4 = 4 (este z soluţie) atunci: (_Z)4 = (_1)4z4 = 1· ,{ = n deci 

şi -z este soluţie. 

(iz)' = i4z4 = 1· n = n =? iz este soluţie 

(_iz)4 = (_i)4z4 = 1· n = n =? deci -iz este soluţie 

(1 - 2i)4 = [(1 - 2iJ21 2 = (1 - 4i + 4i2)2 = (1 - 4 - 4i)2 = (-3 + 4i)2 = 9 + 24i - 16 = 

= -7 + 24i =? z = 1 - 2i este soluţie a ecuaţiei z' = -7 + 24i. 

Soluţiile acestei ecuaţii sunt: 

Zk = ~ -7 + 24i, k = 0,1,2,3 dar pe baza primei părţi, dacă z = 1 - 2i este rădăcină 

atunci -z = -1 + 2i, iz = 2 + i, -iz = -2 - i sunt soluţii ale ecuaţiei date. 
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4) Să se arate că dacă numerele naturale m şi n sunt prime Între ele, atunci ecuaţiile 

zm - 1 = O şi zn - 1 = O au o singură rădăcina comună. 

Soluţie: 

mh 2k" 2br 
zm-1=0=>z= v1=>zk=cos-+isin-, k=O, ... ,m-1 

m m 

nh 2k1r 2k" 
zn - 1 = O => z = vI=> Zk = cos - + i sin -, k = 0, ... , n - 1 

n n 

Dacă există k şi k' cu Zk = Zk', atinci 

2k1r 2k'7r Ik' l' 'k () - - -- = 2p7r = mn m - kn => n k, mi , deoarece m, n = 1. Cum k' < n, k < m 
m n 

avem k' = 0, k = O. 

Deci rădăcina comună este 20. 

5) Să se rezolve următoarea ecuaţie binomă: (2 - 3i)z6 + 1 + 5i = O. 

Soluţie: 

(2 ') 6 • O 6 "':1 - 5i . 
\ -32 Z +1+52= =>z = 2-3i =1-, 

r = v'2 

(
37r) " 77r tgt=-l,tE 2,271" =>t=271"-4=4 

- + 2k1r - + 2k1r 
• 4 ' .. 4 -

( 

771" 771" 1 
Zk = ~ cos 6 T ,sm 6 ; k E O, ... ,;) 

6) Să se rezolve ecuaţia: 

etc. 

=> y2 _ 2y + 2 = O => b) z8 - 2z' + 2 = O } { z· = 1 + i 
z4 = Y z4 = 1-i 

etc. 

c) Z4 + 6(1 + i)z2 + 5 + 6i = O } 

Z2 = Y 
=> y2 + 6(1 + i)y + 5 + 6i = O 

-6(1 + i) ± ";-20 + 48; -6(1 + i) ± ~ 
Yl,2 = 2 = 2 etc. 
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7) Să se rezolve ecuaţia: 

z = Zn-l, nE N, unde z este conjugatullui z. 

Soluţie: 

z = x + iy => iz! = ";x2 + y2 

Z = X - iy => Iz! = ";x2 + y2 

Din Izi = O => ";x2 + y2 = O => x 2 + y2 = O => x = O şi y = O=> z = O + Oi 

Din Izi n
-

2 -1 = O => (izi -1)(jz['·-3 + !zl'·-4 + ... + 1) = O=> Izi = 1 => x 2 + y2 = 1 

pozitiv 

z = x +iy } 
_ .' =>zz=x2 +y2=1 
z = x -IY 

E d ~dfi 2kr. .. 2kr. k 
cuaţia ata e nez·z=zn=>z"=I=>zk=cos-+lsm-, =O,l, ... ,n-l 

n n 

8) Mijloacele laturilor unui patrulater oarecare sunt vîrfurile unui paralelogram. 

Solutie: 

M(ZI+Z2) N(Z2+ Z3) p(Z3+ Z4Î .Q (Z4+ Z1) 
=> \ 2 ' 2 ' \ 2 )' \ 2 

Facem suma abscicelor punctelor opuse: 
B 

ZI + Z2 ZI + Z. ZI + Z2 + Z3 + Z4 
-2-+-2-= 2 

D . ZI + Z2 Z3 + Z4 Z2 + Z3 , Z4 + ZI M N PQ le! ecl --2- + --2- = --2- T --2- => pare ogram. 

9) Fie MIM2M3M. şi N1N2N3N. două paralelograme şi Pi mijloacele segmentelor [MiNi), 

i E {I, 2, 3,4}. Să se arate că P,P2 P3 P. este un paralelogram sau un paralelogram degenerat. 
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Soluţie: (sintetică) 

În patrulaterul M, M3 N3.V, prin unirea mujloacelor se 

obţine paralelogramul O' P,O" P3 , ale cărui diagonale se 

vor intersecta în O, mijlocul lui 10'0"1 şi deci 

(1) 

În patrulaterul M.M,N,N. prin unirea mijloacelor la­

turilor se obţine paralelogramul O' P20" p., ale cărui di­

agonale se vor intersecta în 0, mijlocul lui :0'0"1 deci 

(2) 

Din (1) şi (2),* P, P2 P3 P. paralelogram. 

9) Fie funcţia f : C -t C,J(z) = az + b; (a, b, cEC, a i O). Dacă M, şi M 2 sunt de afixe 

ZI şi zz, iar M; şi AI; sunt de afixe f(ZI)' f(Z2) să se arate că IIM;Mfll = ial· ilMIM.II. Avem 

!iM;Mfll = IiMIMz!l {o} la! = 1. 

Soluţie: 

IIM'MII = Iz - z'l, deci JI MI Mz li = izz - zd 
i!MIMzll = If(Z2) - f(ZI)! = laz2 +b-azz -bi =ilazz -aZI! = la(zz - z,)1 = la! ·Z2 - zI! = 

= lai· I!M,Mzll 

Dacă iai = 1 '* liM;Mfll = IIM,M2!! 

Dacă IIM;M;II = IIMIMzl1 } , , " . '* !lM,Mzll = lai· !lM1Mzli '* lai = 1 
ilMIMz11 = !al·IIM,Mzll 

10) Arătaţi că funcţia z -t Z, z E C defineşte o izometrie. 

Soluţie: 

Z = x + iy, Z = x = iy 

Fie M,şi Mz de afixe ZI şi Zz. Imaginile lor prin funcţia dată sunt M; şi Mf cu afixele Z, şi 

zz, deci f(z,) = ZI, f(zz) = Zz 

IIM,M2!1 = Izz - zII = Ix, + iY2 - Xl - iy,l = J(X2 - XI)2 +.(Y2 - YI)2 

!lM;M;11 = Izz - zII = J(X2 - X,)2 + (Y2 - ytJ' 
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Deci f : e -+ e, I(z) = z defineşte o izometrie pentru că se păstrează distanţa dintre 

puncte. 

11) Fie M lo M2 de afixe Z',Z2 =1 O şi Z2 = az,. Să se arate că semidreptelr IOM"IOMz 

coincid (respectiv sunt opuse) # a > O(respectiv a < O). 

Soluţie: 

Se ştie că argumentul (az,) = arg z, + arg a - 2k1r unde k = O sau k = 1. Cum arg Z2 = 

= arg(az,), arg Z2 = arg z, + arg a - 2k7r. 

~ arga = 2h, arg E [0,21rJ ~ arga = O ~ a E lax (poz.)~ a > o. 

Reciproc, a > O ~ arg a = O ~ arg Zz = arg z, - 2k1l" =} arg z, = arg Zz sau arg Zz = 

= argz, - 21r =} IOM, = IOMz. 

b) Fie IOM, şi iOMz opuse =} argzz = argz, + 1r 

=} arg ZI + 11" = arg z, + arg a - 2k;r =} arg a = 7r =} a E semidreptei negative IOxl 
=} a < o. 

Reciproc, a < O ~ arga = 7r =} arg Z2 = arg z, + 7r - 2k7r 

arg Z2 = arg z, + 7r 1 
k = O sau k = 1 ~ sau ~ IOM, şi IOM2 sunt opuse. 

argZ2 = argz, - 7r 
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z 

12) Se consideră punctele l1f1 , 1\42 , Als de aiixe Zi, Z2, Zs şi Afi # lvf2 . Să se arate că: 

a) Ms E IMiMz ~ Za - Z1 > O 
Z2 -ZI 

b) Ms E M
1
M

2 
~ Zs - Z1 E R 

Z2 - ZI 

Soluţie: 

Dacă n şi n' sunt imaginile geometrice ale numerelor complexe Z şi z' atunci imaginea 

diferenţei Z - z' este construită pe 10M'; şi IM' MI ca laturi. 

1 
Construim imaginea geometrică a lui Z2 - ZI' Este al 

patrulea vîrf al paralelogramului OM1M 2Q,. Imag-

M ' , ' .. ' :, , 
inea geometrică a lui Zs - Z1 este Q2, al patrulea vîrf 

.. . 
/~z) 

d . Z.-Z 

al paralelogramului OM1MsQ2 

OQl/IM1M 2 1 
OQ21!M1 Ms =} Q" Q2. Qs colmiare =} 

M,MzMs colin. 

Reciproc: presupunem Z3 - z, > O =} Zs - z, = k > O =} Zs - z, = k(Z2 - ZI), k > O 
Z2 - ZI Z2 - ZI 

OQl = 10QZ] 
M1Mz II OQ, =} jM1 M2 = IM1M3 =} Ma E IM,Mz 

M,Ms/i OQz 

Dacă Ms şi M 2 E semidreptei opuse faţă de O, atunci Z3 - ZI = a(zz - ZI) cu a < O. 
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--\ -

Se repetă raţionamentul de la punctul anterior pentru acelaşi caz. 

Deci cînd M3 E MIM" M t + M, se vor pbţine pentru raportul respectiv pozitiv, negativ 

sau avînd M3 = MI, deci Z3 - ZI E R. 
Z2 - ZI 

13) Demonstraţi teorema lui Pompeiu. Dacă punctul M din planul triunghiului echilateral 

M,M2,V3 ~ cercului circumscris c,M,MzM3 =} există un triunghi avînd lungimile laturilor 

Soluţie: 

_Ji'Wz) 
M/l) _---- /, 

/1 , , 
I 
1 

Imaginile rădăcinilor de ordin 3 ale unită~ii sunt 

vîrfurile unui triunghi echilateral. 

-1 + iV3 -1 - iV3 
0:0=1,0= 2 ,0'= 2 

Dar C:l = 02', deci dacă notăm o, =; c:, atunci lOt = 0: 2
• 

Deci M1(1),Mz(0),M3 (c:'). 

Se folO6e§te egalitatea: 

(z - l)(eZ - c:) + (z - c:)(1 - eZ) = (2 - c:2)(1- o) adecvată (V)z E C 

i(z -1)(c:2 
- c:) + (z - c:)(1- c:2)1 = I(z - e2 )(1 - .s)i 

Dar :(z -1)(02 
- o) + (z - e)(l ~ 02)! ::; I(z - 1)(02 - c:)! + I(z - c:)(1 - oZ)1 

I(z -1)(e' - o) + (z - 0)(1 - eZ)1 ~ I(z - 1)(02 
- c:)! -I-(z - 0)(1 - 02 )1 

Deci: 

I(z -1)(02 
- e)1 + I(z - e)(l - e2)1 ~ !(z - e2)(1 - c:)1 

I(z -1)(c:2 - 0)1 + J(z - e)(l - eZI ~ !z - oZ! . Il - c:1 

-1-iy'3 -1+,13 r.; r.; r.; 
C:= 2 ,oz=--2-=}c:2 -c:=iv 3=O+iv 3=}1c:'-c:I =v3 

2 -1 + iV3 3 . y'3 2 f9:3 'r.; 
1-c: =-1- 2 =2'-'TI1- 0 1=V4+4=v3 

-1- iy'3 3 iy'3 
1-c:=1- 2 =2'=2 

54 

Probleme de geometrie și trigonometrie, compilate și rezolvate, ediția a II-a

57



Il - 101 = v~ + ~ = ,;3. ·44 

Înlocuind: 

Iz -11· Y3 + iz - c:i· Y3 21z - 102 1. Y3 

Iz -11 + Iz - c: i 21Z - 102 1 dar I!MMdl = Iz -11; II MM2 I! :o Iz - 101; IIMM3 11 = Iz - 102 1, 

deci IIMM,li + IIMM2 112liMM3 1i deci !lMM,II, IIMM2 11, IIMM3 11 pct. şi laturile unui /:'. 

Apoi folosim ilxl- !yll ::; Ix - yl şi se obţine cealaltă inegalitate. 
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PROBLEME RECAPITULATIVE 

1) Să se afle poziţia celui de al treilea vîrf al triunghiului echilateral afixele a doua vîrfuri 

fiind z, = 1, Z2 = 2 + i 

Soluţie: 

M , - ZI = 1 

M , - z, = x+yi 

=} y'2 = J(x - 2j2 + (y - 1)2 =} . =} 
{ 

(x-2?+(y-l)2=2 {X+ y =2 

(1_x)2+y2=2 x2+y2-2x=1 

=}y=2-x 

r l-V3 . 3±V3 I y,=--
x2 + 4 + x2 - 4x - 2x = 1 =} XI,2 = --2- =} l 1 +2 V3 

Y2=--2-

D .. M (3 + V3 1 - V3) M (3 - V3 1+ V3) 
ee!. 3 2' 2 sau g, 2 ' 2 

Există deei 2 soluţii. 

2) Fie z" Z2, Zg trei numere complexe, nenule,+două cîte 2 şi de module egale. Să se demon-

streze că dacă ZI + Z2Zg, Z2 + ZgZI, Z2 + Z,Zg E R =} Z,Z2Zg = 1 . 

Soluţie: 

ZI = r(cost l + isint,) 

Z2 = r(cost2 + isint2) 

Z3 = r(cost3 + isint3) 

I
Z, + Z2Z3 E R =} sint, + Tsin(t 2 + t3 ) = O 

Z2 + Z3Z' E R =} sint2 + rsin(t, + t3) = O =} 

Z3 + ZIZ2 E R =} sintg + rsin(t, + t2) = O 
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1 
Sint,(l- rcost) + rsint -cost, = o 

=} sint2(1- rcost) +rcost - cost2 = o 
sint3(1- rcost) + rsint - cost3 = o 

Aceste egalităţi sunt simultan adevărate numai decă 1 - r - cos t = O §i r - sin t = O, cum 

rol O =} sint = O =} t = o =} cost =·1 =} 1- r = O =} r = 1 deci Z,Z2Z3 = 1· (cos O + sinO) = 1 

3) Notăm cu G mulţimea rădăcinilor de ordin n ale unităţii, G = {eo, e" -_., en-d- Să se 

demonstreze că: 

a) e. ·Cj E G,(V)i,j E {O,I,._.,n -l} 

b)ci-1 EG,(V)iE{0,1, .. _,n-l} 

2k7r _ _ 2k7r 
a)ek = - + Ism-,k E {O,I, ___ ,n-I} 

n n 

Deci Ci = cos 2:7r + i sin 2:7r 1 27r(i + j) .. 27r(i + j) .. () 
2J7r 2J7r =} eiCj = cos ---+tSm---,I,J E {~,I, ... ,n-l} 

ej =cos-+isin- n n 
n n 

1) i + j < n - 1 =} i + j = k E {O, 1,2, _ .. , n - l} =} CiCj = ek E G 

2) i + j = n =} Ciej = cos 27r + i sin 27r = 1 = co E G 

_ _ _ _. 27r(n·m+r) . _ 27r(n-m+r) 
3)I+J >n=}z+J=n·m+r, O::;r<n, eiej=COS fi +.sm n = 

= cos (27rm + 21<r) + i sin (21<m + 21<r)î = cos 27rr + i sin 21fr = C, E G 
n \ n n n 

21<i . 27ri 
b) ei = cos- +ism-

n n 

-1 I 
Ci =­

Ci 

cos 0+ i sin O (21fi) _. (27ri) ( 27ri) 
21<. _. 27ri = cos -~ +Ism -~ =cos 21<-~ + 

cos - + Ism-
n n 

__ ( 21<i) 21<n - 27ri _. 2-m - 27ri 27r(n - i) _. 21«n - i) 
+1 sm 21f - - = cos + , sm = cos _ + 1 sm , 

n n n n n 

i E {O, 1, 2. _ . , n - l} 

Dacă i = O =} n - i = fi =} co-1 = CO E G 

Dacă i # O =} n - i::; n -1 =} h = n - i E {O, 1,2 _ .. ,n -1} 

1 21fh -. 27rh G 
=} C- = cos - + • sm - E 

n n 
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4) Fie ecuaţia azz + bzz + c = O, a,b,c Ee şi arga + arge = 2arg b şi lai + !cl = Ibl. Să. 

se arate că. ecuaţia dată. are cel puţin o rădăcină. de modul unitar. 

Soluţie: 

la = rl(rostl + isintt} arga + argc = 2argb =} tI + t3 = 21z 

b = r2(costz + i sintz) şi lai + Ici = !bl =} rl + r3 = rz 
c = r3(cost3 + isint3) 

--b ± .Jb2 - 4ac 
az

2 + bz + c = O =} ZI 2 = 2 = . ' a 

-r2(costz + isint2 ) ± Jr2Z(cos21z + isin2tz) - 4rlr3(cos(tl + t3) + isin(tl + t3» 
= 2rl(COS tI + i sin tt) = 

Deci: 

-rz( cos tz + i sin tz) ± J( cos 21z + i sin 2t2)( rzz - 4rl r3» 

2r, (cos ti + i sin t,) 

-r2(COS tz + isintz) ± (costz + isin t2)(rl - r3) 
Zl.2 = 2rt(cost1 + isint1) 

Observăm in: 

5) Fie Z10 Z2, Z3 trei numere complexe nenule, a.î. !zI! = Izz, = IZ31. 

a) Să. se demonstreze că (3) numere complexe a şi f3 a.î. Zz = azlo Z3 = (3zz şi lai = 1{31 = 1 

b) Să. se rezolve ecuaţia a2 + {3z - a· ;J - a - (3 + 1 = O în raport cu una dintre necunoscute. 

c) Folosind eventual rezultatele de la a) şi b) să. se demonstreze că dacă Z, Z + Z22 + Z3
Z = 

= ZlZZ + ZZZ3 + ZIZ3, atunci avem z, = Zz = Z3 sau numerele ZI, Z2 şi Z3 sunt afixele 

vîrfurilor unui f::. echilateral. 
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Soluţie: 

a) Fie 

I ZI = r(cost l + isint l ) 

Z2 = r( cos t2 + i sin t2 ), 

Z3 = r(oost3 +isint3) 

Fie a = r.( cos t, + i sin t4 ) 

f3 = rs( cos t s + i sin ts) 

Z2 = aZI ~ r(cost2+ isint2) = r· r4[cos(tl +t.) +isin(tl +t.)] ~ 

Deci a este determinat. 

{ 
r - r . r { rs = 1 { if3! = 1 

~ ti ~ ts ~ t3 + 2k1r ~ t s = t3 - tI + 2k1r ~ t5 = t3 - ti + 2k1r 

Deci f3 este determinat. 

Dacă. se lucrează. cu argumente reduste atunci t, = t2 - tI sau t, = t2 - tI + 27r, la fel ts. 

b) a2 + a( -f3 - 1) + f32 - f3 + 1 = O 

f3+ 1 ± v'(:I2+2f1+1-4jJ2+4f1-4 
al,2 = 2 

f3 + i(f3 - 1)y'3 
al= 

2 

f3 + 1 ± v'-3(P+6f3 -3 
2 

f3 - i(f3 - 1 )y'3 
a2 = 

2 

f3+ 1+ ieB -1)y'3 
2 

Comform a) (3) numerele complexe de modul 1, a şi f3 a.i. Z2 = aZI şi Z3 = f3zl 

Înlocuind în relaţia dată. obţinem: 

Z12 + a 2
z12 + ;32Z12 = aZI

2 + aBzI
2 + Bz,2 = } 

~ 1 + a2 + 132 
- a - ,B - a . ,8 = O 

ZI # O 

~ a = lşi 13 = 1 verifică. această. egalitate, deci în acest caz Z2 = Z3 = ZI 

f3+i(B-l)y'3 . 
Comform pct. b) al = . 2 ' unde 13 = x + ty cu 1f31 = 1 ~ vfx2+Y2 = 1 ~ 
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X2+y2 = 1 (1) 

a = x + iy + 1 + i(x + iy - 1)V3 = Cx + 1 - yV3) + i(y + xV3 - V3) ) 
2 2 * 

lai = 1 

* lai = ~ (x + 1; YV3) 2 + (X + xV; -YV3) 2 = VX2 + y2 _ X + lyV3 = 1 

Formăm sistemul: 

{ X=l- Yv'3 Ix=O * * y=O * 
y(2y - V3) = O .8 = 1 

* 1+a2+1-a-l-a=O*a= 1 

Soluţia observată iniţial ne conducela z, = Z2 = Z3 

y'3 1 . dO 1 V3 
y = 2 * x = -2" Ş' a -2" + 2' 

'. 1 3 V3. 1. iV3. 2 (1 V3.) 
InlocuInd: 1+4-4-T'+2"-TTa -a-a -2"+2' =0* 

* 2a2 
- a(l + V3i) + 2(1 - V3i) = O 

(1 + V3) ± 3V -2 + 2y'3i (1 + J3i) ± 3(1 + V3i) 
a',2 = 4 = _ 4 

4(1 + V3i) I 2 . deplin di" I 1 a, = 4 ' al = nu In eşte con ţ,a la = 

dar a2 = -2(1 + V3i) = _~ _ V3i I,al, = 1 
4 ' 2 2' 

deci 

a = -- - -t = cos- +tsm-! 
1 y'3. 41l'. . 47!' 

.8=J+ 3Ji=cos2~ +isin~ 
2 2 3 3 

D o ( ")' [ ( 41l') .. ( 41l' )-J . aca z, = r cos t, + t SIn t, , atunc, t2 = at, = r· cos t, + 3 + t SIn i, + 3 ŞI 

atunci t3 = (JZ2 = r . [cos (t, + 2;) + isin (t, + 2;)]. 

21l' 
Dacă. M,(t,), M2(t2), M3(t3) se află pe cercul de rază r §i argumentele fiind t" t, + 3' 

t, + ~ * ele sunt vîrfurile unui triunghi echilateraI. 
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GEOMETRIE SPAţIALĂ 

1) Să se arate că dacă o dreaptă d nu este conţinută in planul a atunci d n a este 0 sau 

este formată dintr-un singur punct. 

Soluţie: 

Presupunem că d n a = {A, B} ~ dea, contrazice ipoteza =? d n a = {A} sau d n a = 0. 

2) Să se arate că (11)0., (3) cel puţin un punct nesituat în a. 

Soluţie: 

Presupunem că toate punctele al aparţine planului a ~ (ţi) pentru puncte nesituate în 

acela.§ plan. Fals contrazice, A.1.3. 

3) Există două drepte fără punct comun: 

Soluţie: 

Conform A.1.3 (3) A,B,C,D nesituate în acelaţ plan. Presupunem că ABnCD = {O} =? 

AB şi C D sunt conţinute în acela.§i plan şi deci A, B, C, D sunt în acela.§i plan. Fals, contrazice 

ipoteza =? AB n C D = 0 ~ (3) drepte rară punct comun. 

4) Să se arate că fiind dată o dreaptă oarecare d (3) cel puţin două plane care contin 

dreapta d. 

Soluţie: 

(3)A 't d (dacă toate punctele ar E d ar fi negată existenţă planului şi a spaţiului). Fie 

0.= (dA), (3)B ~ a (altfel n-ar exista spaţiul). Fie f3 = (Bd), a. =lP şi ambele conţin dreapta d. 

5) Se consideră dreptele d, d', d" a.Î. luate două cîte două să re intersecteze. Să se arate că 

atunci cele 3 drepte au un punct comun sau sunt a.§eZate în acda.§ plan. 

Solutie: 

Se arată că 
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dnd' = {B} ~ { B E d 
-r '*BEaşiBEd" 

B#A dCa 

sau 

d = d" 

'* d" C a deci dreptele sunt aşezate îi acelaş plan a. 

Dacă dnd' = {A} =? A E d' } '* d'nd" = {A} 
. d"nd={A}'*AEd" 

şi cele 3 drepte au un punct comun. 

6) Fie A, B, C trei puncte necoliniare şi !::, un punct situat în planul (ABC). Să se arate: 

al Punctele D,A,B nu sunt coliniare şi nici D,B,CjD,C,A 

b) intersecţia planelor (DAB), (DBC), (DCA) este formată dintr-un singur punct. 

Soluţie: 

D a) D ti. (ABC) 

Presupunem că D, A, B coliniare '* (3)d 

a.î. D E d, A E d şi B E d} T 
~ d C (ABC) '* 

A E (ABC),B E (ABC) 
DE (ABC) - fals 

Deci punctele D, A, B nu sunt coliniare. 

b) Fie (DAB) n(BDC) n(DCA) = E. 

Cum planele sunt distincte, intersecţiile lor sunt: 

(DAB)n(DBC) = DB 1 '* Dacă (DAB) = (DBC) 

(DAB) n(DCA) = DA '* A, B, C, D coplanare, contrar ipotezei. 

(DBC)n(DCA) = DC 

M E DB } ~ B E MD } ~ Presupunem că (3)M E E, M # D '* -r -r 

MEDA AEMD 
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* A, B, D sunt coliniare (fals contrar punctului a» 

Deci mulţimea E are un singur punct E = {D}. 

7) Folosind notaţiile ex. 6, se iau punctele E, F, G distincte de A, B, C, D, aÎ. E E AD, F E 

BD, G E CD. Fie BCnFG = {P}, GEnCA = {Q}, EFnAB = {R}. Să se arate că 

P, Q, R sunt coliniare (T. Desarques). 

Soluţie: 

P E BC * P E (ABC) 

PE FG* PE (EFG) 

RE AB * RE (ABC) 

RE EF * R E (EFG) 

Q E CA * P E (ABC) 

Q E GE * P E (EFG) 

/ 
/ 

/ 

Am arătat la 6 că dacă D Iţ (ABC), 

(DAB) # (DBC) 

Arătăm că E, F, G nu sunt coliniare. Pre­

supunem contrarul. Atunci 

G E EF } {G E (DAB) 
EF C (DAB) * G E (DBC) * 

* (DAB) = (DBC) 

Avînd trei puncte comune D, B §i G * fals. 

Deci E, F, G nu sunt coliniare §i determină 

un plan (EFG) 

P,Q,R E (ABC)n(EFG) * 

* P, Q, R sunt coliniare pentru că E dreptei de intersecţie a celor 2 plane. 

8) Se consideră drepte d şi d' nesituate în acela§ plan §i punctele distincte A, B, C E d 

şi D, E E ti, Cîte plane diferite putem duce ai. fiecare să conţină 3 pct. necoliniare dintre 

punctele date? Geneneralizare. 

63 

Probleme de geometrie și trigonometrie, compilate și rezolvate, ediția a II-a

66



Solutie: 

E ti 

~ 
Planele sunt (A,d'); (B, d'); (C,d'). 

Generalizare: 

Numărul p!anelor corespunde cu numărul punctelor de 

d pe dreapta d deoarece d' conţine doar 2 puncte. 
--------

A B C 

9) Arătaţi că există o infinitate de plane care conţin o dreaptă dată d. 

Solutie: 

A M 

.Fie dreapta d dată şi A un punct oarecare a.Î. A tţ d. 

Obţinem planul a = (A,d) ŞI fie M tţ a. Dreapta d' 

AM, d' '/. a nu este conţinută deci în acelaş plan cu d. Pla­

nurile căutate sunt cele de forma (Md) , M E d', deci o in­

finitate de plane. 

10) Se consideră punctele A, B, G, D, nesituate într-un plan. 

a)Cîte dintre dreptele AB, AC,AD, BC, BD, C D pot fi intersectate de o dreptă care nu 

trece prin A, B, C, D? 

b) dar de un plan ce nu trece prin A, B. C, D? 

Soluţie: 

Q 

C 
(V) 3 puncte determină un plan. Fie planul (ABD). În 

acest plan alegem P E IADI şi O E AB a.i. A E IBQI, 

atunci dreapta PQ separă punctele A şi D şi nu separă 

pe A şi B, deci separă pe P şi D '* PQnlBDI = R, 

unde R E IBDI. 

Dreapta PQ întîlneşte deci 3 dintre dreptele date. Sii. vedem dacă poate întîlni mai multe. 

EE (ABD) 
Presupunem că PQnBC = {E} '* EE PQ C (ABD) '* 

EEBC 
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are două punctele comune cu planul. 

{ 

B E (ABD) 
~ ~ BC c (ABD) ~ A,B,C,D coplanare - fals. 

BEBQ 

Deci BCn(ABD) = {E} } 
~ E = B ~ B E PQ, fals. 

BCn(ABD) = {B} 

La fel se arată că PQ nu taie AC sau DC, deci o dreaptă întîln"§te cel mult trei dintre 

dreptele date. 

b) 

F~~~----------~ 

Se consideră punctele E,F,G a.î. EE IBCI,A E 

IDFI, D E IBGI. Aceste punctele determină 

planul (EFG) care taie evident dreptele BC, BD 

şi BD. FG nu separă pe A şi D 'li nici pe 

BD ~ nu separă nici pe A şi B ~ A E 

IBRI. Să arătăm că (EFG) întîlneşte şi dreptele 

G AB,CD,AC. În planul (ABD) considerăm tri­

unghiul F DG şi dreapta AB. 

Cum această dreaptă taie latura IF DI dar nu taie IDG!, trebuie să taie latura IFGI deci 

;tBn IFGI = {R} ~ RE IFGI C (EFG) deci ABn(EFG) = {R}. În planul (BCD) dreapta 

EG taie IBC! şi nu taie IBDI, deci EG taie latura ICDI, EGn ICD! = {P} ~ P E EG c 

(EFG) ~ CDn(EFG) = {P}. 

RE (EFG). R nu separă Aşi B } 
, ~ REn lACI = Q 

E separă Bşi C 

~ Q E RE ~ Q E (EFG) ~ (EFG)nAC = {Q}. 

11) Se dau punctele a şi (3, A, BEa, Să se construiască un,punct MEa egal depărtat de 

A şi B, care să E şi planului. (3. 

Soluţie: 

DacăM Ea} 
Presupunem problema rezolvată: ~ an (3 =1 0 ~ an (3 = d 

M E(3 . . 
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13 

1 Cum IIMAil = liMBII =}·M E mediatoarei seg. [ABl· 

Deci pentru găsirea lui M se procedează astfeL 

1) Se caută. dreapta de intersecţie a planelor a şi 13, d. Dacă. a II 13 problema nu are 

soluţii. 

2) În planul a se con..<truieşt.e mediatoarea d' a segmentului[AB]. 

3) Se caută. punctul de intersecţie al dreptelor d şi d'. Dacă. d " d' problema nu are eoluţii. 

'12) Să. se determine intersecţia a trei plane distincte a, 13, "!' 

Soluţie: 

Dacă. anj3 = 0 =} an,an"! = 0. Dacă. anf3 = d, intersecţia căutată. este dn"!, care 

poate fi un punct (cele 3 plane sunt concurente), mulţimea vidă (dreapta de intersecţie a două 

piane este II cu al treilea) sau dreapta d (cele 3 plane trec prin d, sunt secante). 

13) Se dau: planul a, dreptele d"d-z şi punctele A,B fi aUd, Ud2 . Să. se afle un punct 

MEa a.Î. dreptele MA, M B să intersrecteze respectiv pe d, şi d2 • 

Soluţie: 

Pentru determinarea lui M se procedează astfel: 

1) Se construieşte planul (Ad,) şi se caută dreapta de intersecţie cu a" d, '. Dacă. d,'(j 

3), (Jl) nici M. 

2) Se construieşte planul (Bd2 ) şi se caută dreapta de intersecţie cu a, d2'· 

Dacă. d2' nu există, nu există nici M. 

3) Se caută punctul de intersecţie al dreptelor dr' şi d/. Problama are o singură soluţie, 

dacă. dreptele sunt concurente, o infinitate, dacă. coincid, şi nici una, dacă. sunt paralele. 

14) Se dau planul a, drepta d fi a, punctele A,B fi aUd şi CEa. Fie Ai E d şi A',E' 

punctele de intersecţie ale dreptelor AiA, M B cu planul a (dacă ele există). 
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Să se determine punctul M a.Î. l?unctele C, A', B' să fie coliniare. 

Soluţie: 

A d Presupunem problema rezolvată. 

a) Presupunem Întîi că A, B, C sănt coliniare. Cum AA' 

şi BB' sănt drepte concurente, ele determină un plan (3 

care intersectează pe a după dreapta A' B'. 

Cum C E AB =} C E {3.} 
=} CEa U(3 =} CEA' B' 

dar CEa 

şi punctele C, A, B' sunt coliniare ('V)M E d. 

b) Presupunem că A, B, C nu sunt coliniare. 

Observăm că: (AA', BB') = {3 (plan determinat de 2 drepte concurente). 

(3Ua=d'şiCEti' 

Pentru determinarea lui M procedăm astfel: 

1) Determinăm planul (ABC) 

2) Cautăm unpctul de intersecţie al acestui plan 

cu dreapta d, deci f n( ABC) = {M} este punctul 

dorit·. 

Atunci (ABC)na = ti' 

;:~;:~;:i } =}A'BE~) 
} 

=} A',B',C' sunt coliuiare. 
CE {A'} =} CE d' 

CEa 

15) Dacă punctele A şi B unui semispaţiu deschis /j, a.tunci [AB] C /j. Proprieta.tea este 

aderentă. şi dentru un semispa,ţiu inchis. 
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Soluţie: 

A E a şi BEa =} [AB] na # 0· 

Fie a = laA = loR 

.Fie M E IABI şi trebuie arătat că M E a(V)M În interi­

orul segmentului. 

Presupunemcontrariui că M ~ a =} (3)P a.Î. [AMlnd = 

= {P} =} P E [AM] =} PE [AB] =} [ABJno # 0 fals. 

P E a, deci MEa. Proprietatea se păstrează şi în cazul semispaţiului Închis. Faţă de cazul 

anterior mai poate apărea cazul În care unul din punctele A şi BEa, sau cînd amîndouă 

aparţin lui o. 

B Dacă A E a, BEa, iABI na # 0 şi se arată ca mai sus 

că: 

iAB! ca) 
AEa =}[AB]CaUa 

BEa 

Dacă A,B Ea=} AB Ca=} [AB] Ca=} [AB] C oUa. 

16) Dacă punctul A nu este situat în planul a şi B E O atunci IBA C IoA. 

Soluţie: 

B 

o 

Fie M E IBA=} B ~ [MA] ~ [MAJna = 0 

=} M E la.4 

Deci IBA C laA 

17) Să se arate că intersecţia unei drepte d cu un semispaţiu este fie dreapta d, fie o 

semidreaptă, fie mulţimea vidă. 

Soluţie: 

Fie a un plan şi aj, az cele 2 semispaţii pe care le detertmînă. Considerîm sernispaţiul a,. 
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FieMEd=?[AM1Cd} =? 

dno=12 
=? dnO"I = d 

[AMln o = 12 } 
. =? M E 0"1, (V)M E d =? de 0", =? 

A E 0"1 

3) dno '" 12 =? dna = {P} =? P determina pe d două senndrepte, IPA şi IPB unde 

P E IABI} IABI n...J. A . B t • . " dir . =? o .,.. 12 =? ŞI sun IU seID.lspaţn lente. 
PEo 

Presupunem ~ IP A C laA =? !P AC 0"1 =? 0", n d = iP A. A E 0"1 } .... 2 

PEo 

18) Arătaţi că dacă un plan a şi frontiera unui semispaţiu O" sunt plane secante, atunci 

intersecţia O" n a este un semiplan. 

Soluţie: 

Fie O" un semispaţiu deschis şi p frontiera sa. şi fie d = 

anJ3· 

Alegem punctele A şi BEa - d, de o parte şi de alta a 

dreptei d =? 

=? [AB]n.a '" 12 } =? [AB]nJ3 '" 12 
de 13 

=? A, B sunt de o parte şi de alta a lui 13, adică numai 

una din ele se află în: 0". 

Pr~upunem A E O" =? B E 0". Demonstrăm acum a n O" = IdA 

1) onO" C IdA 
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Fie .'tE E a n O" * MEa, M E O" } MEa }' ~ 
*[MBJnB#z ~ 

AE~B#O" BEa 

[M Bl n d # 0 * M şi B sunt de o parte şi de alta a dreptei d * M este de aceiaş parte a 

dreptei d cu A * M E idA 

*MEldA*[MAjnd=0 ) 

anţi=d *[MAjn B =0*MEI.BA* 

[MA] ea 

* M E anO" deci IdA e anO"· 

lvf E a 

19) Intersecţia unui plan a cu un semispaţiu este fie planul a, fie un semiplan, fie mulţimea 

vidă. 

Soluţie: 

Fie O" semispaţiul considerat şi ţi frontiera sa. Sînt posibile mai multe cazuri: 

1) ani1 = 0, în acest caz se poate ca: 

a)anO"=0 

AEa 
b) a e O" # 0 * (3)A E anO" ~ 

AEO" 

FieMEa*[MA]ea} fMA]n{1=0 * . * MEa, (V)M E a * a C a * a n O" = a 
an!3=0 AEO" 

2) anf3 # 0 * anf3 = d * qnO" este un semiplan comform problemei anterioare 4. 

20) Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare ăi a un plan care nu trece prin unul din punctele 

date, dar trece printr-un punct al dreptei IABI. Dintre segmentele IABI, lAC!, IAD!, IBCI, IBD!, 

!CDI. Cîte pot fi intersectate de planul a? 

Soluţie: 

Intersecţia. a două plane este o dreaptă, iar dreapta taie doar două laturi ale unui triunghiuri: 

Sînt posibile mai multe cazuri: 
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D 
A:...-_------.?f 

1) d taie iABI şi 1m21 
ti taie iABI şi i.4DI, a taie pe IADi are deci un punct 

cU (ADC) şi fie (ADC) na = d" 

d" taie 1.'l.D! §i nu taie iACI =} cf' taie iDCI 

a taie !DCI şi !BCi =} nu taie iBDj. În acest caz a 

taie 4 din cele 6 sedmente (cele subliniate). 

2) d taie IABI şi lACI, nu taie iBDI 

ti taie IABI şi IADI, nu taie iBDI 

d" taie iAD! şi iAC!, nu taie !DCi 

=} a nu intersectează planul (BDC). În acest caz a intersectează numai 3 din cele 6 

segmente. 

3) d taie IAB! şi IBC!, nu taie lAC! 

d' taie IABI şi IBD!, nu taie !DCI 

a intersectează IBDi şi IBCI, deci nu taie IDCI 

În !:::.BDC =} a nu intersectează planul (ADC) 

În acest caz a intersectează numai trei segmente. 

4) d taie !Mi şi lACI, nu taie IBCI 

d' taie IABI şi IBDI, nu taie iADI 

ti' taie lACI şi IDCI 

În triunghiul BDC a nu taielBCI. Deci a intersectează 4 sau 3 segmente. 

21) Fie d o dreaptă şi a, fJ două plane a.Î. d n fJ = 0 şi an fJ = 0. Să se arate că dacă 

A E d şi BEa, atunci d C Ii3A şi a'C LBB. 

Soluţie: 

dnfJ = 0 

FieM E d } ~ [AM] C d } 
~ =}= [AM] nfJ = 0 

AEd dnfJ=0 
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A M d 

=> M E j,BA, (VlM E d => d C j,BA 

Fie NE o} [NB] C o } => =>=[NB]nl'=0 
BEo an,B=0 

o c j,SB. 

22) Fie IoA şi j,BB două semispaţii a.î. 0=1 l' şi IoA c j,BB sau IoAn I,SB = 0. Să se arate 

că on,B = 0. 

Soluţie: 

1) Presupunem întîi că o =I!3 şi IoA C I,BB 

Cum A E jaA} => A E I,BB => i,BB = IM 
ioA c I,SB 

Atunci ipoteza se mai poate scrie o =1 ,S şi IoA C II'A. Să arătăm că an,B = 0. Prin 

reducere la absurd presupunem că a fI,B =1 0 => (3)d = an,8 !li fie O E d, deci O E a şi O E ,8. 

Ducem prin A şi O un plan r şi a.î. d E r, deci cele trei plane a,,S şi r să. nu treacă prin această 

dreaptă. Întrucît r are punctul O comun şi cu o şi cu ,8, va întersecta aceste plane. 

rna = 6' 1 
~ => 6 n 8' = O care este un punct comun 

rn!3=8 J 
celor 3 plane. Dreptele 8 şi 8' determină 4 unghiuri în 

planul r avînd O' ca vîrf comun, A E int. unuia dintre 

ele, fie A E int. hk. Considerăm C E int. hk. 

Atunci C este de aceiaşi parte cu A faţă de 8', deci C 

este de aceiaşi parte cu A faţă de o => C E laA. 

Dar C este de partea opusă lui A faţă de 6, deci C este 

de partea opusă. lui A faţă de ,B => C 9. I,BA. Deci 

laA ~ I,BA - fals - contrazice ipoteza => Deci an,B = 0. 

23) Să se arate că intersecţia unui unghi diedru cu un plan a poate fi: un unghi drept, 

reuniunea a două. drepte, o dreaptă, mulţimea vidă. sau un semiplan închis şi nu poate fi nici o 
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mulţime de alt tip. 

Soluţie: 

Fie d muchia unghiului diedru dat. Poziţia unei drepted faţă de un plan se pot distinge 

următoarele situaţii: 

l)dr1a={O} 

I 

~ 
2) dn o: = 0 

dna={O}=? 

iOEd {OE1' {1"na=d' 
=? O Ea=? O E f3' =? f3' n a = d" 

Semidreapta cu originea în O, deci a C ,8'1" = JId" deci 

un unghi. 

a) anf3' i IZ =? anB = d' 

an1" i IZ =? an-y' = d" 
}=?d'ii d" 

fJ' Într-adevăr, dacă am presupune că d' n d" i 0 =? (3)0 E 

Ed'nd" 

{
O E d' 

=? O E d" 1 
O E f3' 

=? OEi 

O E a 

OEd} =? =? O E d n a, fals - contrazice ipoteza. 
OEa 

{ 
anf3' = d' 

b) 
{

a nf3'=0 
sau =} în acest caz an 13'1" = d" - o dreaptă. 

an1" = IZ an1" = d" 

a n{3'=0} -c) atunci an{3'1" = IZ 
an1" = 0 
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.)~ 
d (3' 

dna=ddarai'{3,ai'r 

an (3'r' = d deci intersecţia este o dreaptă. 

b) a = {3 sau a = r. 

Atunci intersecţia este un semiplan Închis. 

24) Fie d muchia unui diedru pr~priu a'{3', A E a' - d, B E (3' - d şi PE int. a'[3'. 

Să se arate că: 

2) Dacă M E d, int.AMB= int.a'[3'n(ABM). 

Soluţie: 

[3' 

a' 

1) int. a'f3' = laB n i/1A 
P E int.a'{3' =? P E aB 

PE If3A 

an(pd) = d~ (Pd)n(aB) este semiplan PE laB 

=? (Pd) n iaB = dP (*) 

(Pd)n,B=d=?(Pd)n.I/1Aes~semiPlan } ). 
=? (Pd nj,BA= IdP (**) 

PE IBA 

Din (*) şi (**) =? (Pd) n laB n I{3A = IdP =? (Pd) n int. ~'= IdP 

2) (ABM)na = AM deci sînt plane secJ.Ilte ~ (AMB)nf3A = fMBIA 

(AMB)n înt. a'{3' = (AMB)nlaBnl{3A = [(AMB)nlaB]n[(AMB)nj{3A] = 

= IMB1AnlMA1B = int.AMB. 

25) Se consideră notaţiile din problema precedentă. Să se arate că: 
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1) punctele A şi B sînt de o parte şi de alta a planului (Pa); 

2) segmentul IABI şi semiplariul IdP au un punct comun. 

Soluţie: 

M E d '* M E dP } 

ME(ABM) 
'* (AMB)n(dp) = ti §i M E d' 

d' C (dP) } =} IdPntl = IMQ } =} IMQ C IdP C int.d.B' } =} 

d'nd = M unde Q E idP IMQ CliC (AMB) 

_ _ IMQcIABI={R} 
=} !MQ C int.(dţ1')n(ABM) =} IMQ Cint. AMB'* ' 

IMQ C IdP 

=} idPnj.4BI = {R} şi cum IdP C (dP) avem (dP)nIABI = {R} 

=} punctele A şi B sînt de o parte şi de alta a lui (dP) 

26) Dacă abc este un unghi triedru, P E int. ~ şi A, B, C sînt puncte pe muchiile a, b, <­

diferite de O, atunci semidreapta iOP şi int.ABC au un punct comun. 

Soluţie: 

B 

A 

Fie semidreptele a' = 10A,B, {3 = 10A,C, 7' = 10AlP. 

P fiind interior triedrului este interiorul diedrului format 

din oricare simiplane ce trece prin O ale triedrulul, deci 

PE int dfJ' I . 
BEa.' '* !BCI n-l = {Q} 

CE"( 

Deci P E 10A,P } '* P şi Q se află În acelaş semiplan det. OA '* P şi Q sînt de 
Q E 10A,P=,' 

aceiaşi parte a lui OA (}). 

P E int abc '* P E iOAC, A'* P şi A sunt de acei aş parte parte a lui (O BC) n "(' '* P şi 

A sînt de aceiaş parte a lui OQ (2). 

Din (1) şi (2) =} P E int.AOQ T. ~sv. IAQI n 10P = {R} '* RE IAQI, IAQI C int.ABC 
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'* R E int.ABC '* IOPr: int.ABC = {R}. 

27) Să se arate că orice intersecţie de mulţimi convexe este multme convexă. 

Soluţie: 

Fie M şi M' două mulţimi convexe şi M n M' intersecţia lor. Fie 

'* PQ E MnJf',p t- Q '* P E MnQ E M } M,.~vex { IPQI C M '* 
PEM'nQEM' IPQlcM' 

'* !,PQI c M n M' deci intersecţia este conexă. 

28) Să se arate că următoarele mulţimi sînt convexe planeIe, semiplaneIe, orice semispaţiu 

închis sau deschis şi interiorul unui unghi diedru. 

Soluţie: 

77 
a) Fie P,Q E Cl; P t- Q '* IPQ = PQ (dreapta este 

mulţime convexă). 

PQ C Q, deci iPQI C Cl deci planul este mulţime con-

vexă. 

b) Semiplanele: Fie S = IdA şi P,Q E s'* iPQind = <2. Fie M E IPQI '* iPMI c 
!PQI'* IPMind = (0 '* P şi M sînt în acelaş semiplan '* M E S. Deci iPQI C S şi S este 

o mulţime convexă. 

Fie S' = [dA. Sînt trei cazuri: 

1) P, Q E !dA tratat anterior; 

2) P, Q E d'* IPQ! c deS'; 

3) PE d, Q 1/. d '* iPQi C jdQ '* IPQI c IdA c [dA deci [dA este mulţime convexă. 
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c) Semispapile: Fie O' = laA şi fie P, Q E O' =? IPQlna = 0. 

Fie M E /PQI =? !PMI c IPQI =? iPMI n a = 0 

Q 

~ A 

L/ 

Fie 0" = [aA. Sint trei cazuri: 

1) P, Q E iaA tratat anterior; 

2) P, Q Ea=? IPQI C a C IT; 

3) PE a,Q ~ a 

P, Q E a' =? [PQ] CIT=? IPQ C aii şi deci IT este mulţime convexă.. 

d) interiorul unui unghi diedru: 

A 

d 

B 

Înt. aI{3' = !aAnl{3B şi cum fiecare semispaţiu este 

mulţime convexă. şi intersecţia lor este mulţimea con-

vexă. 

29) Poate fi un unghi diedru o mulţime convexă? 

Soluţie: 

Nu. Unghiul diedru nu este o mulţime convexă, întrucît dacă luăm ca în desenul anterior 

A E {3' şi B E d. 

(II)P E int.aI{3', IdPn IABI f. :o 

=? (3)M E IABI a.îM E int.aI{3' } - . 
=?!ABI rt. aI{3'. Numai în cazul unghiului nul sau plat, 

M~a',M~{3' 

cînd unghiul diedru se tramsformă în plan sau semiplan închis, este mulţime convexă. 
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30) Care din următoarele mulţimi sînt convexe: 

a) un unghi triedru; 

b) interiorul său; 

c) reuniunea feţelor sale; 

d) reuniunea interiorului cu toate feţele sale? 

Soluţie: 
c 

a) ~u. Unghiul triedru nu este mulţimea convexă, 

Întrucît, dacă luăm .4 E a şi Q E înt.&; determinat de 

P E int.abc, (3)R a.i. iOP n int.ABC = {R}, R E 

IAQi, R ~ ;;bC 

Deci A, Q E abe, dar IAQI ~ abe 

f3 = (OCA), J = (OAB) t',ste mulţime convexă ca intersecţie de mulţimi convexe. 

c) Este aceiaş mulţime ca la a) şi nu este convexă. 

d) Mulţimea respectivă este [aAn[/iBnbC, intersecţie de mulţimi convexe şi deci este 

convexă. 

31) Fie (T un semispaţiu deschis limitat de planul a şi M o mulţime convexă Închisă în 

planul a. Să se arate că mulţimea M n (T este convexă. 

Soluţie: 

Fie (T = laA şi Mea. Fie P, Q E M n (T. 

Apar cazurile: 

a) P, Q E (T :} IPQI Cuc u c M; 

b) P.Q E M :} IPQI c M c (TnM; 

c) PE M,Q E (T ",.~58IPQI C (T c unM. 

32) Să se arate că intersecţia sferei SeD, r) cu un plan ce trece prin 0, este un cerc. 

Soluţie: 

S(O,r) = {M E S /IIOMII = r}. 

S(O,r)na = {M E S / M E S(O,r)nMan IIOMII = r} = {M E a/IIOMII = r} = 
= C(O,r) 
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33) Demostraţi că int.S(O, r) este o mulţime convexă. 

Soluţie: 

@----y1~ .. -.... , ....... 
( , 

Fie P,Q E int.5(O,r) =} IIOPII c r,IIOQII C r. 

În planul (OPQ), fie M E (PQ) 

=} IIOMII < "OP!! < r ) 

sau =} IIOMII < r 

IIOMII < 1I0QIt < r 

=} M E S(O,r)(V)M C IPQ! =} WQI C S(O,r) 

34) Să se arate ca unind mijloacele muchiilor opuse ale unui tetraedru se obţin drepte 

cuncurente. 

Soluţie: 

B 

A 

c 

Fie: PmijloculluilABi 

R mijlocul lui IBCI 

Q mijlocul lui IDCi 

S mijlocul lui IAD! 

T mijlocul lui IBDI 

U mijlocul lui lACi 

În triunghiul ABC: IRPll.m. IIPRIi = IIA
2
CIi; PR II AC. 

În triunghiul DAC: ISQll.m. IISQl/ = II
A
2
C

/I; SQ II AC. 

=} IIPRII = IISQII,PR II SQ => PRSQ paralelogram =} IPQI şi ISRI se intersectează în 

mijlocul lor O. 

IISTII = II~Bn, 
ST II AB 

IIORII = HAB!I 1 I!STII = II URII } 
2 =} => ST RU - paralelogram. 

URIIAB . ST II UR 

=> ITUI trece prin mijlocul ° al lui ISRI. 

Deci cele trei drepte P R, S R, TU sînt concurente în O. 
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35) Să se arate că dreptele care unesc vîrfurile unui tetraedru cu centrele de greutate ale 

feţelor opuse sînt concurente în aceiaşi punct ca cele trei drepte din exemplul precedent. 

Solutie: 
A 

c~----~------~v 

G~:' ~H 
A F B 

Fietetraedrul ABC D şi E mijlocul lui ICD!. Centrul 

de greutate G al fetei AC D se află pe iAEl la o treime 

de bază. Centru de greutate G' al feţei Be D se află 

pe iBElla o tremie de bază iCDI. 

Desprindem separat f::,AEB. Fie F mijlocul lui AB, 

deci EF este mediană în acest triunghi iar în prob­

lema precedentă a fost unul din cele 3 segmentele con­

curente Într-un punct situat la mijlocul fiecăreia.. 

Fie ° mijlocul lui IEF: . .'lotăm AO nEB = {G'} §i 

BGr,EA = {G}. 

IAFI == IFBi =} IFHI m. în ABG' =} IBHi == !HG'I (1) 

Din OG' '1 FH } 
1, =} 100'1 l.m. în f::,EFH =} iEG'! == G'H 

!EOI == iOF! . 
(2) 

Din (1) şi (2) =} iEG'1 == IG'H! == iHB! =} ::~~:II = ~ =} G' este este tocmai centru de 

greutate al fetei BCD, întrucît este situat pe mediana iEBi la o treime de E. La fel se arată 

că G este tocmai centrul de greutate al fetei ACD. S-a arătat deci că BG şi AG' trec prin 

punctul ° al problemei precedente. 

Alegînd fetele AC D şi AC B şi notănd cu G" centrul de greutate al feţei AC B, se arată la 

fel că BG şi DG" trec prin mijlocul segmentului IMNi (!AMI == IMCI, IBN! == INDJÎ deci tot 

prin punctul ° etc. 

36) Fie ABCD un tetraedru. Se consideră unghiurile triedre care au ca muchii [AB, [AE, 

[AD, [BA, [BC, [BD, [CA, [CB, [CD, [DA, [DB, [DC. Să se arate că intersecţia inte­

rioarelor acestor 4 unghiuri triedre coincide cu interiorul tetraedrului [ABCD}. 
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Soluţie: 
A 

B 
c 

~otăm plarrele (ABC) = a, (ADC) =~, (BDC) = " 

(ABO) = O. 

Fie M intersecţia interioarelor celor 4 unghiuri treidre. 

Arătăm că: 

M = int.[ABCD], prin dublă incluziune 

1) PE M =? P E int. ;;bC n int. afd n int. de<: n int. bfe =? P E iaDn hCni3B şi P E 

IOAn hcn~B =? P E IaD şi P E Ii3B şi P E hC şi P E loC =? P E laDn,BBn I'lCnM =? 

PE int. [ABCD]. Deci !vE E [ABCD]. 

2) Urmărind raţionamentul invers se arată că [ABCD] c M de unde egalitatea. 

37) Să se arate că (V)M E int.[ABCD] (3) P E IABI şi Q E ICDI a.Î. M E !lPQ. 

Soluţie: 
D 

A--~ __ ~B 
M Eint.[ABCD] =? (3).1'1' Eint. ABC a. Î. 

!vE E IDN!, N Eint.ABC =? (3)P E iABI a.Î. nE ICP!. 

(ADB)n(DPC) = DP . 

Din NE ICPI şi M E IDNI !g;ţ int. DPC =? 

=? li{ E int.DPC =? (3)Q E IDC! a.Î. IPQI· 

Deci s-a arătat că (3)P E IABI şi Q E IDCI a.î. M E IPQI. 

38) Interiorul tetraedrului [ABC D] coincide cu reuniune segmentelor iPQi cu P E iAB! 

şi Q E ICDI, iar tetraedrul [ABCD] este egal cu reuniunea segmentelor Închise [PQ], cînd 

PE [AB] şi Q E [CD}. 

Soluţie: 

Fie M reuniunea segmantelor deschise IPQI. Trebuie să arătăm că: int.[ABCD] = M prin 

dublă incluziune. 

1) Fie M Eint.[ABCD] =? (3)P E iAB şi Q E ICDI a.Î. M E !PQI =? M E M şi deci 

int.[ABCD] C M. 
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2) Fie M E M =} (Ol)P E IABI şi Q E ICDI a. i. M E iPQI. Punctele D, C şi P determină 

planul (PDC) şi (PDC)n(ACB) = PC, (PUC) n (ADB) = PD. 

Întrucît (Ol)Q E ICDI a-i. M E !PQi =} M E [PCD] =} (Ol)R E IPCI a.Î. M E IDRI. 

Dacă P E IABI şi R E IPCI =} R Eint.ACB a.i. M E IDRI =} M Eint.[ABCD] =} 

M Cint.[ABCD]. 

Lucrînd cu segmantele Închise se ob~e că. (Ol)R E [ACB] a.Î. M E [DR] obţinîndu-se 

tetraedrul [ABCD]. 

39) Tetraedrul este o mulţime convexă. 

Fie M E [ABCD] =} (Ol)P E [ABC] a.Î. M E [DP]. 

Fie N E [ABCD] =} (3)Q E [ABC] a.Î. NE [DQ]. 

Dreptele concurente DM şi DN determină unghiui 

DMN 

Suprafaţa triunghiului D PQ este o mulţime convexă 

M E [DPQ] } 
=} =} IMNI C [DPQ]. 

NE [DPQ] 

Fie a E IMNI =} a E [DPQ] =} (3)R E [PQ] a-i. a E [DR]. Dar [PQ] C [ABC] deoarece 

P E [ABC] nQ E [ABC] şi suprafaţa triunghiului este convexă. Deci (3)R E [ABC] a.Î. 

a E [DR] =} a E [ABCD],(V)a E IMNI =} IMN! C [ABCD] şi tetraedrul este o mulţime 

convexă. 

Observaţie: Tetraedrul mai poate fi privit şi ca intersecţia a patru semispaţii închise care 

sînt mulţimi convexe. 

40) Fie M l şi M 2 mulţimi convexe. Să se arate că reunind segmentele [PQ], pentru care 

P E M 1 şi Q E M 2 , se obţîne o mulţime convexă. 

Soluţie: 

Fic M reuniunea segmentelor [PQ] cu P E M l şi Q E M 2 • 

Fie x,x' E M =} (Ol)P E Mi şi Q E M 2 a-i. x E [PQ]; 
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(3)P' E M, §i Q E M a.Î. x' E [P'Q']. 

Din P, P' E MI =} [Pp'J E M, care este mulţime convexă. 

Din Q, Q' E M z =} [QQ1 E M z care este mulţime convexă. 

Reuniunea tuturor segmentelor [MN] cu M E [PP'] şi N E [QQ1 este tetraedrul [PP'QQ'] c 
c M, Întrucâ.t M E MI şi M E .,\Az. 

Dar tetraedrul [PP'Q'Q] este o mulţime convexă, deci din x,x' E [PP'Q'Q] =} Ixx': c 

[PP'Q'Q] E M. 

Deci din x, x' E M =} Ixx'l c M, deci mulţimea M este convexă. 

41) Să se ara.te că interiorul unui tetraedru coincide cu intersecţia semispaţiilor deschise 

determinate de planele feţelor şi vîrful opus respectiv. Caracterizaţi tetraedrul ca o intersecţie 

de semispaţii. 

Soluţie: 
D 

A 

c 

Interiorul tetraedrului coincide cu reuniunea segmen-

telor IPQI,P E IABI şi Q E ICDI, adică 

int. [ABC D] = {jPQI \ P E IABI, Q E IC DI}· 

Să arătăm că: 

int.[ABCD] = I(ABC),Dnj(ABD),Cni(ADC),Bn 

n!(DBC),A. 

1) Fie M Eint.[ABCD] =} PE iABI ş Q E IDCI a.Î. M E IPQI· 

PE i.(BDc),A } ~ 
Din P E IABI =} B ~ IAPI =} IAPI n(BDC) = 0 =} ~ 

PE (BDC) 

=} IPQI c i(BDC),A;M E IPQI =} M E I(BDC),A (1) 

Din P E iABI =} A ~ IPBI =} IPBln(ADC) = 0 =} P E I(ADC), B; Q E (ADC) =} 

=} IPQI c I(ADC), B =} M E I(ADC), B (2) 

Q E IDCI =} D ~ IQCi =} iQcl n(ABD) = 0 =} , =} 
. Q E I(ABD) C } 

PE (ABD) 
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=} jPQ! c I(ABD), C =} M E !(ABD), C (3) 

Q E IDCI =} C rt IDQI =} jDQI n(ABC) = iZ' =} -.'" 
Q E I(AB.C), D } ~ 
PE (ABC) 

=} IPQI c I(ABC), D =} M E I(ABC), D (4) 

Din (1),(2),(3),(4) =} M E i(BDC),Anl(ADC),Bnl(ABD),Cnl(ABC),D 

deci: int.[ABCD] C I(BDC),Anl(ADC),Bnl(ABD),Cn I(ABC), D. 

2) Fie MEI(BDC),Ani(ADC);Bnl(ABD),Cnl(ABC),D=}ME!(BDC),Anl(ADC), 

Bn I(ABD), C =} M E int. ;;:&; =} IDM! n int.ABC = {N}. Dacă presupunem N E !DMI =} 

iDMI n(ABC) # 12 =} M şi D sînt În semispaţii diferite faţă de (ABC) =} li! rt (ABC), D, 

fals (contrazice ipoteza). 

Deci M E IDNI,(3)N E int.ABC a.Î. M E IDNI =} M E int. [.4BCD] şi incluziunea a 

doua este dovedită. 

În cazul tetraedrului: [ABC D] = {fPQ] \ P E lABl şi Q E [C Dj} 

Dacă P = A, Q E [C D], [PQ] descrie faţa [.4DC] 

P = B,Q E [CD],[PQ] descrie faţa [BDC] 

Q = C, PE [AB], [PQ! descrie faţă [ABC]. 

Întrucît suprafeţele triunghiulare sînt mulţimi convexe şi odată cu două puncte ale lor P, Q 

segmentul [PQ] este inclus în suprafaţa respectivă. 

Deci la egalitatea din cazul anterior adăugînd şi aceste cazuri obţinem: 

[ABCD] = [(BCD),An[(ACD),Bn[(ABD),Cn[(ABC),D. 
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DREPTE ŞI PLANE 

1 )Fie d, o: două drepte parelele. Dacă dreapta d este paralelă cu un plan a, să se arate că 

d' II a sau o: C a. 

Soluţie: 
d 

d' 
Fie A Eal 

d 1; a =} d" C a 

0:' li d =} d" II a sau d' C a 

d
' II d } =} d' II d" 

d" II d 

2) Se consideră o dreaptă d, p~alelă cu p!anele a şi {3, care se intersectează după dreaptă 

a. Arătaţi că d ii a. 

Fie A Ea=} A E anA E {3. Ducem prin il., d' li d. 

d II a } 1 A E a, o: II d =} d
' 

C a d' C a C J3 } d' = a } 
=} =} =} a II d 

d 11.3 } an13 = a d' li d 
A E 13, =} d' C 13 

O:!ld 

3) Printr-o dreaptă dată d duc~ţi un plan paralel cu o altă dreaptă dată 0:. Discutaţi 

numărul soluţiilor. 

Soluţie: 

~ 
~y-1\ 

a.) Dacă d If d' soluţia. este unică şi se obţine asfel: 

Fie A E d. În planul (A, d") ducem d" II d' . Dreptele 

concurente d şi d" determină planul a. Cum d' II d" =} 

d II a, în cazul dreptelor necoplanare. 
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'd' 

b) dacă d il d', (3) o infinitate de soluţii. Orice plan eare trece 

prin d este paralelă cu d', cu ecxepţia planului (d, d'). 

e) d I(d', dar sînt eoplanare (ţi) soluţii. 

4) Să se determine reuniunea dreptelor care intersectează o dreaptă dată. d şi sînt paralele 

cu o altă dreaptă dată d'( d IY d'). 

Soluţie: 

fIIh
'Y ,s d, 

B d 

! ~ 
a 

Fie A E d, ducem prin A, d, II d'. 

Notăm a = (d,dt). Cum d' II d, '* el II a. 

Fie M E d, arbitrar '* AI E a. 

Ducem ,s II 8', AI E 8 } . 
~ 8 c a deci toate para-

d'lIa 
lelele la ti şi care intersectează. d sînt conţinute în 

planul a. 

Fie 'Y Ca, 'Y II d' '* 'Y n d = B, deci (V) paralelă la d' din a intersect-ează pe d. Deci planul 

a reprezintă reuniunea cerută. 

5) Să se construiască o dreaptă care întîlneşte două drepte date şi este paralelă cu o a treia 

dreaptă dată. Discuţie. 

Soluţie: d 

~~ 

~ 
~ 

Prin M ducem d a.Î. d II d' 

'* d II d3 . Conform problemei 4: dnd1 = {N}. 

Deci dnd2 = {M} 

dnd, = {N} 

d II d3 

a) Dacă. d3 II" d
" 

pl. a este unic şi dacă. dzn a =f 0, soluţia este unică. 
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diid 
b) Dacă dl ii d3 , nu (3) ,,1 căci ar însemna că printr-un punct putem duce două 

dnd l "1-0 
paralele d, d l la acei aş dreapta d3 . 

Deci nu există soluţie. 

c) Dacă dl IY d3 şi d2 n a = 12) toate paralele la d2 care taie pe dl sînt în planul a şi nici una 

nu poate intersecta pe d2 , deci problema. nu are soluţii. 

d) Dacă d2 C a, dl n d2 "1- 0. fie dl n d2 = {O} şi dreapta căutată este paralelă la d3 dusă 

prin O =} o soluţie. 

e) dacă d2 C a, d2 11 dl . Problema are o infinitate de 

soluţii, (V) il la d3 care taie pe dl , taie şi pe d2 . 

6) dacă un plan a intersectează planele seca.nte după drepte paralele, atunci a este paralel 

cu dreapta /3 n,· 
Soluţie: 

d=dl } =}dlla 
d l Ca 

Fie: /3n, = d 

an/3 = dl 

an, = d2 

dl II d2 

dl lf d2 =} dl li , } 
dl C /3 

=}/3n,=d 

7) Un plan variabil taie două drepte paralele în punctele M şi N. Să se afle locul geometric 

al mijlocului segmentului [MN]. 

Soluţie: 
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d 

f3' 

Problema se reduce la locul geometric al mijloacelor segmentelor care au extremităţi pe 

două drepte paralele P un astfel de punct IMPi = IPNI. Ducem ARidl =} AB?MPA = 

BPN =} l:.MAP = l:.NBP =} !PAI == !PBI =} HAPH? =} LocnI geometric este paralela la d1 

şi d2 dusă pe mijlocul distanţei dintre ele. Se arată şi reciproc. 

8) Se dau două drepte. Duceţi printr-un punct dat un p1an paralel cu ambele drepte. 

Discuţie. 

Soluţie: 

)!-~:;-! 

Fie d l It' d2 • În planul (d, M) ducem li;. II d}, M E ~. În planul (d2M) ducem ci; 

li d2 , MEci;. Notăm a = (J;, cI;) planul determinat de două drepte concurente. 

d1 II ti;. =} d1 li a .. , 
, MEa soluţIe unIca. 

d1 il d'2 =} d2 li a 

Fie d1 II d2 , N fi- dl , M fi- d2 . 
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d, = d~ = d!2 

În acest caz ~ = ~ = d şi prin d trec o infinitate de plane =? d, şi d2 sînt paralele d2 11 d } 

d, II d 
cu ('7) dîn planele ce trec prin d. 

Problema are o infinitate de soluţii. Dar M E dl sau M E d2 , problema nu are soluţii 

fiindcă planul nu poate trece printr-un punct al unei drepte şi să fie paralel cu ea. 

9) Să se construiască o dreaptă care trece printr-un punct dat, este paralelă cu un plan dat 

şi intersectează o dreaptă dată. Discuţie. 

Soluţie: 

Fie A punctul dat, a planul dat şi d dreapta dată. 

a) Presupunem că dira, dna = {M}. Fie planul (dA) care are un punct comun M cu a=? 

=? (dA)na = d'. 

a 

d 

Al 
d' 

b) d II 0., (dA)na 1'" 2 

a 

c) d II 0., (dA) n a. = 2. 

Ducem în planul (dA) prin punctul A o paralelă a la d!. 

aUd!} 1 =?and1"'2 
d!nd={M} 

} 

a este dreapta căuta.tă. 
a 11 d 

=? a 11 a,A E a 
d' E a. 

Fie(dA)no.=a' } 
=?lflld 

d II d 
Toa.te dreptele care trec prin A şi intersectează d sînt 

conţinute în planul (dA). Dar toate aceste drepte taie 

şi pe d' li d, deci nu pot fi paralele cu 0.. Nu există 

soluţie. 
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Fie M E d şi dreapta AM C (dA) } 
=}AMna=0=} 

(dA)na = 0 

=} AM II a,(V)M E d. 

Problema are o infinitate de soluţii. 

10) Să se arate că dacă triunghiurile ABC şi A' B'C' situate în plane diferite, au AB li A' B', 

AC II A'C' şi BC " B'C', atunci dreptele AAf, BBI, CCI sînt concurente sau paralele. 

Soluţie: 

(ABC) şi (AIB'C') sînt plane distincte deci cele şase 

puncte A, B, C, A', B', C' nu pot fi coplanare. 

AB II A'B' =} A,B,A',B' sînt coplanare. 

Sînt coplanare cîte 4 puncte şi anume (ABB'A'), (ACeiA'), (BCC'B') determinînd 4 plane 

distincte. Dacă am presupune că planele coincid două cîte două., ar rezulta alte 6 puncte 

coplanare ceea ce este fals. 

În planul ABB'AI, dreptele AA', BB'pot fi paralele sau concurente. 

Presupunem Întîi că: 

AA'nBBI = {S} =} SE AA'nS E BB' 

{

SE (ABBIAI) 
SE AAI 

=} 

SE (ACC'A') 

{

. SE (BCCIB') 
SE BBI =} 

SE (ABB'AI) 

a 3 plane distincte nu poate fi decît un punct, o dreaptă. sau 0, O dreaptă nu poate fi, Întrucît 

dreptele 
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(ABB'A')n(ACC'A') = AA' 1 
(ABB'A') n(BCC'B') = BB' => sînt distincte dacă am presupune că două din ele coincid, 

(ACC'A')n(BCC'B') = CC' 

cele 6 puncte ar fi coplanare, deci nu există o dreaptă comună'. tuturor celor trei plane. Mai 

rărnine posibilitatea să aibă un punct comun, punctul S şi din 

5 E (ACe'A) } 
=> 5 E CC' => 

SE (CC'BB') 

a II ,6 => an,6 = 8 

Presupunem d n,6 = 2> => d II (3 => d E pl. il .3 dus prin 

A=> dea, fals. Deci dn,6 = {B}. 

ll) Arătaţi că dacă două plane sînt paralele, atunci un plan. care intersectează pe unul din 

ele după o dreaptă, taie şi pe celălalt. 

Soluţie: 

ipoteză: a II ,6, 1'na = d, 

concluzie: l' n,6 = do 

. Presupunem că ,n,6 = 2> => ,li,6· 

. { .4 E a, a II ,6 
FIe A E d, => => a = , pentru că 

A E " ,11,6 
dintr-un punct se poate duce un singur plan paralel cu 

planul dat. 

Dar acest rezultat este fals, contrazice ipoteză an, = d" 

deci "n.6 = do. 

12) Prin dreptele paralele d şi d' se duc respectiv planele a şi a', distincte de (d, d'). Să se 

arate că a II a' sau (ana')!l d. 
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Soluţie: 

d" 
d d' 

I 1 
1 i , I I 
I I I II~II 

~ ~ 

ipoteză: d II d', j d Ca, d' C a'j a, a' f. (dd') 

concluzie: a II a' sau d" II d 

Cum a, a' f. (dd') =} a f. a'. 

1. Dacă ana' = '21 =} a II a'. 

2. Dacă ana' f. '21 =} ana' = d". 

Dacă d Il d' =} d II a' } =} d" li d. 

d'ca' dCa 

13) Se dau un plan a, un punct A E a şi o dreaptă d C a. 

a) Să se construiască o dreaptă d' a.Î. d' C a, A E d' şi d' II d. 

b) Să se construiască o drea~tă prin A inclusă în a, care formează cu d un unghi de 

măsură dată a. Cîte soluţii există. 

Soluţii: 

a) Dacă A E d, atunci fi' = d. Dacă A Iţ d, ducem prin 

r----------, A, d' II d. 

\~' b) Ducem dl C a, A E d, a.Î. m(dld') = a şi d2 C a,A E d2 

a.i. m( d,d') = a, cîte o dreaptă în fiecare semiplan determi­

nat de d'. Deci (3) 2 soluţii în afară de cazul a = O sau 

a = 90 cînd (3) o singură soluţie. 

14) Arătaţi că relaţia a Il f3 sau a = f3 definită pe mulţimea planelor este o relaţie de 

echivalenţă. Determinaţi clasele de echivalenţă. 

Soluţie: 

all.Bsaua=f3~a~f3 

1) a = a =} a ~ a, relaţia este refiexivă 

2) a ~ f3 =} f3 ~ a, relaţia este simetrică 

a II f3 sau a = f3 =} f3 II a sau f3 = a =} f3 ~ a 
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Daeli a = ,sn,8 - "/ o=} a ~ "/ 

Dacă a =1 ,8 §i a - f3 o=} a II f3 } 
f3 - "/ o=} (3 = "/ sau (3 li , 

o=}°ll,,/o=}o-,,/ 

Clasa de ech.ivalenţă determinată de planul o este construită din planele a' cu 0/ - a, adică 

din a şi toa.te planele paralele cu a. 

15) Se consideră pe mulţimea tuturor dreptelor şi a planelor relaţia "x ii y" sau x = y, unde 

x şi y sînt drepte sau plane. Am definit o relaţie de echivalenţă? 

Soluţie: 

x 

Nu, este o relaţie de echivalenţă, Întrucît proprietatea 

de tranzitivitate nu este adevărată. De exemplu x o 

dreapta, y un plan, z dreaptă. Din x II y §i y il z ~ x ii 
z, dreptele x §i z putînd fi coplanare şi concurente sau 

necoplanare. 

16) Arăta.ţi eli două segmente paralele cuprinse Între plarie paralele, sunt concurente. 

Soluţie: 

d1 11 d2 o=} (3)"1 = (d1d2 ) 

anî'=AB 1 
(3n, = CD o=} 

all,B 

AB!lCD 

ACI! BD 

J?eci !lAC II = !lBD!I. 

o=} ABC D paralelogram. 

17) Să se arate eli prin două drepte, care nu sînt conţinute într-un acelaşi plan, se pot duce 
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plane paralele, În mod Unlc. Să se studieze şi situaţia cînd cele două drepte sînt copla.nare. 

Soluţie: 
Luăm A E d şi ducem prin el d1 il ti'. Luăm B E d' şi 

ducem d2 II d. Planul (d1d2 ) II (dd1 ), Întrucît două drepte 

concurente din primul plan sînt paralele cu două drepte 

concurente din al doilea plan. 

Cînd d şi d' sînt coplanare, atunci cele patru drepte d, d1 , d2 

şi ti' sînt coplanare şi cele două plane coîncid cu planul 

dreptelor d şi d'. 

18) Fie a şi (3 două plane paralele, A, BEa, iar C D o dreaptă paralelă cu a şi (3. Dreptele 

CA,CB,DB,DA taie planul (3 respectiv În M,N,P,Q. Să se arate că aceste puncte sînt 

vîrfurile unui paralelogram. 

Soluţie: 

c ~ --rn 
1\ Il 
1\ II 

\ Fie planul (CDA) } 
,*CD li QM 

CD II /3 
(1) 

Fie planul (CDB.) } 
,*CDIIPN 

CD li f3 
(2) 

Fie planul (CAB) } 

a li (3 
'* AB II MN (3) 

Fie planul (DAB) } '* AB li QP 
a II (3 

(4) 

Din (1), (2), (3), (4) '* MNPQ paralelogram. 

19) Aflaţi locul geometric al mijloacelor segmentelor care au extremităţile în două plane 

paralele. 

Soluţie: 

Fie [AB]§i [CD] două segmente cu A,C E aşi B,D E {3a.î. IAMI = IMBI şilCNI = INDI· 
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În planul (MCD) ducem prin M,EF II CD '* Ee II 
li D F '* E F DC '* paralelogram 

'* IEFI == IODI 

Dreptele concurente AB şi EF determină un plan care 

taie planele a după 2 drepte paralele '* EA II BF. 

În acest plan IAMI == IBMI 

EMA == BMF (opuse la vîrf) } '* l:,AME == l:,BMF '* IEMI == IMFI 
EAM == FBM (alteme intene) 

În paralelogramul EODF, ICNI'== INDI, IEM[ == !MFI '* 

{ 
MN il EO ~ MN 11 a 

~ (1) 
M N II F D M N 11 j3 

Deci segmentul ce uneşte mijloacele a două din segmentele cu extremitatea în a şi f3 este 

paralel cu aceste plane. Mai luăm [GR] cu G E a, RE !3 şi IGQi == IQRi şi arătăm la fel că 

OM II a şi OM II {3. (2) 

Din (1) şi (2) '* M, N, Q aparţin unui plan paralel cu a şi !3 notat cu "f. 

Reciproc să arătăm că. orice punct din acest plan este mijlocul unui segment cu extremităţile 

În a şi j3. 

Fie seg.[AB] cu A E a şi B E ,8 şi IAMI = IBMI. Prin M ducem planul paralel cu a şi f3 

şi În acest plan luăm un punct arbitrar O E ;. 

Prin O ducem o dreaptă a.Î. dna = {I} şi dn8 = {I} 

În planul (OAB) ducem A'B' II·AB. Planul (AA'B'B) taie cele trei plane paralele după 

drepte paralele '* 
A'A II OM II B'B } '* 
BEj3 

• IA'OI == iOB'1 
In planul (A'B'I) '* IA'OI == :OB'I '* IA' II B'I şi deci _' '_ şi IA'O == IFO 

IOA' == IOB' 

'* b,IOA' == b,IOB' '* lOII == Ilai '* O este mijlocul unui segment cu extremită.ţi În 

planele a şi {3. 
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Deci locul geometric este planul ')', paralel cu a şi 13 şi trecînd pe la mijlocul distanţei dintre 

a şi 13. 
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PROBLEME RECAPITULATIVE 

1) Prin două drepte date să se ducă este un plan, a.Î. dreapta lor de intersecţie să fie 

conţinută într-un plan dat. 

Soluţie: 

1. Presupunem că dna oF 12 şi d' na = {B}. 

Fie d n a = {A} şi d' n a = {B} şi planele determinate 

de perechi de drepte concurente (d,AB); (d',AB). 

Observăm că acestea sînt planele cerute, Întrucît 

d e (d,AB), d' e (d',AB) şi (d,AB)nn(d',AB) 

ABea. 

2. Presupunem dna = {A} şi d'!! a. 

d 

d' 

Ducem prin A, În pla.nul a, drea.pta d' il d şi 

'-___ d.::.." considerăm planele (d, d") şi (d', dn) şi observăm că 

(d,d") n(d', d") = d" ea 

3. Presupunem dna = 0 şi d'na = 0 şi d' E direcţiei d. 

d 

d' 

Fie A. E a şi d" II d '* d" il d' şi planele sunt (d, d") şi 

(d', d"). Se judecă ca mai sus. 
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2) Fie a, b, c trei drepte cu un punct comun, iar P un punct nesituat pe ele. Să se arate că 

planele (Pa), (Pb), (Pc) conţin o dreaptă comună. 

Soluţie: 

C 

o 

=> (Pa)n(Pb)n(Pc) = OP 

anbnc= {O} 

PE (Pa) } => OP C (Pa) 
O E (Pa) 

PE (Pb) } 

O E (Pb) 
=> OP C (Pb) 

PE (Pc) } . =>OP C (Pc) 
O E (Pc) 

3) Fie A, B, C, D puncte, iar a un plan care separă punctele A şi B; A şi C; C şi D. Arătaţi 

că an iBDI"I 0 şi an iADI = 0. 

Soluţie: 

D Dacă a separă punctele A şi- B înseamnă că ele se găsesc în 
~-----;r 

B C 

semispaţii diferite şi fie q = la.4 şi rr = laB. 

Întrucît a seppară pe A şi C => C E (T' 

Întrucît Q seppară pe C şi D => D E (T 

Din B E (T' şi D E (T => Q separă punctele B şi D => 

IBDlna"l0. 

Din A E a şi DEa => IBDlna=0. 

4) Pe muchiile a, b, e, ale unui unghi triedru de vîrf O se iau punctele A, B, C; fie apoi 

DE IBCI şi EE IAD!. Arătaţi că IOE C int.;;b;;. 

Soluţie: 

B E (ab) } pr.~.58 [BC] C I(a,b),c '* 
CI(a,b),c 
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=> IDE c l(be),A (2) 

CE (ac) } 

B E !(ae),e 
=> [CB] c i(ae),B => 

DE i(ae),B } 
, . => [AD] c l(ae),B 

A E (a.e) 

EE l(ac),B } EE l(ac),B } 
=> => [AD] c I(ac), B => => IDE C I(ac), B 

DE (a,c) DE (ac) 
(3) 

Din (1), (2), (3) => IDE c l(ab), en I(be), An l(ac), B =int. ;;k 

.5) Arătaţi că următoarele mulţimi sînt convexe: interiorul unui unghi triedru, un tedraedru 

rară o muchie (fară o faţă). 

Soluţie: 

A-0 ~c 
R 

. a) int.(1V A, iVB, IVC) = !(VAB),Cnl(VBC),An :(VAC), Bdeci 

este intersecţie de mulţimi convexe, §i deci interiorul unui triedru 

este mulţime convexă. 

b) Tetraedrul [V ABC] fără muchia [AC]. Notăm cu M, = [ABC]­

-[AC] = [AB, C n[BC, A n lAC, B deci este mulţime convexă, f.ina 

intersecţie de mulţimi convexe. 

I(ABC), VnM, este mulţime convexă. 

La fell(V AC), BUM2 este mulţime convexă, unde M 2 = [V AC]- [ACj. Dar ~VABC]­

[AC] = [(VAB),Cn[(VBC),A.n(!(ABC),vUM,)n(i(VAC),BUM 2 ) şi deci este mulţime 

convexă ca intersecţie de mulţimi convexe. 

c) Tetraedru [V ABC] rară faţă [A.BC] 

[VABC]- [ABC] = [(VAB), Cn[(VBC), An[(VAC), Bn[(ABC), V deci intersecţie de 

mulţimi convexe => este mulţime convexă. 

6) Fie A, B, C, D patru puncte nocoplanare §i E, F, G, H mijloacele segmentelor [AB], [BC], 

[CD], [DA]. Să se arate că EF Il (AC D) şi punctele E, F, G, H sînt coplanare. 

Soluţie: 
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a) În pl. (BAC) avem El" li AC. În pJ. (DAC) avem AC C (DAC)"* EF!I (DAC). Tot 

în acest plan HG li AC. Deci EF li HG"* E, F, G, H sînt coplanare şi cum HEFIi = 1l"~CII = 

= I!HGII "* EFGH este paralelogram. 

7) Pe dreptele d, d' se iau punctele distincte A, B, C respectiv A', B', C/. Să se arate că 

putem duce prin dreptele AA', BB', CC' trei plane paralele între ele dacă şi numai dacă 

!IABii BCiI 
IiA'B'11 = IIB'C'p· 

Soluţie: 

Presupunem că avem a II {3lifa.î.AA.Ca.BB.C{3.CC. C 7. 

d 

d' 
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Ducem prin A' o dreaptă paralelă cu d: <f' 11 d. Cu, d intersectează toate cele 3 plane 

A' e d" în A,B,C * şi II sa d"le taie În A', B", C" 

Cum a II (3 III } ~ !lABil = !lAB"1I 
~ (1) 

d li d" !lBCII = IIB"C"1l 
Fie planul (d',d"). Cum acest plan are comun cu planele a, (3, I respectiv punctele 

A', B", C" şi cum a II (3 il "1 * el le intersectează după drepte paralele * A' A" li B' B" II 

II C'C" ~ IIA' B"II = IIB"C"II (2) 
I IIA'B'II II B'C' II . 

Ţ .. d d ( ) . (2) II ABil IIBGI! R'" " . '1 
mm cont e 1 ŞI * II.o4'B'II = liB'C'1!" eC1proca se arata SImI ar. 

8) Fie M, M' cîte un punct mobil pe dreptele necoplanare d, <f. Să se afle locul geometric 

al punctelor P care Împaite segmentul !M M'I Într-un raport dat. 

Soluţie: 

F· P 'MM" " !iMPI' - k 
le Ei 1 a.l. IIPM'I! -

. P' 1 W' "IINP'I! k' 
ŞI E N" , a.l. I!P'N'II = 

. IIMPII IINP'II IIMPI' IIPM'I! 
DecI IIPM'II = IIP'N'!I * IINP'!! = IIP'N'II 
* conform problemei 7 că se pot duce trei plane II f3 li a ii "1 

a.Î. MN e {3, PP' e a, M'N' e"l. 

, *MNlla*dlla {3l1a } 

MNef3 

a IiI } * M' N' !I a * d' " a şi P P' e a. 
M'N'e l 

Deci fixînd P şi lăsînd P' variabil P' E unui plan paralel cu cele două drepte şi care trece 

prin P. Se ştie că acest plan este uuic, fiindcă ducînd prin P paralele la d şi d' pentru a obţine 

acest plan el este bine determinat de 2 drepte concurente. 

Reciproc: Fie P" E a adică planului ce trece prin P şi este paralel cu d şi d'. 
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( P". d) det. un plan } 
, cele două plane avînd un punct comun se intersectează după o 

(P",d') det. un plan 

dreaptă (p",d)n(p",d') = QQ' unde Q E d şi Q' E d'. 

Cum d ii a=> MQ li a => (3),3 aj, MQ Ca, f311 a, 

Cum d' li a=> M'Q' li a => (3), a.î. M'Q' C {, { ii a. 

Deci locul geometric căutat este un plan parale; cu d şi d'. 

9) Să se construiască o dreaptă care să intîlneasă trei drepte date respectiv în M, N, P şi 

IIMNli ~ fi . 
pentru care il N Pi! sa e raport dat. 

Soluţie: 

d~ 
d2 • 

Considerăm planul care conform problemei 8 reprezintă 

locul geometric al punctelor care împart segm=tele cu 

extremităţile pe dreptele d1 şi d3 într-un raport dat 

k. Pentru obţinerea acestui plan se ia un punct A E 

d B d · ul C· AB • jlAC!! k P' 
1, E 3 ŞI punct E a.1. !lCBII =. nn 

acest punct C se duc două paralele la d, şi d3 care de­

termină planul menţionat CY. 

Fie d2 na = {N}. Trebuie determinat un segment 

care să treacă prin N şi să aibe extremităţile pe d, şi d3 respectiv în M şi P. Întrucît dreapta 

căutată trece prin N şi M 

,,1} =>MNC(Nd, ) NE('Vd' } 

M E U .. ',d, ) 
(1 ' . ) 

NE (N,d,) } 
Aceiaşi dreaptă trebuie vă treacă' prin N şi P şi cum => N P C (N d3 ) 

PE (N,d3 ) 

M, N, P coliniare. 

Din (1) şi (2) => MP C (N,d)n(2V,d3 ) => MP = (Nd1 )n(d2 N) 

A . r b" 8 ilMNl1 k' d - t t~ te MP tunCl conlOrm pro lemel : :;-;-pn = ŞI reapta cau a a es . 
ilN li 

(2) 

10) Să se afle locul geometric al vîrfului P al triunghiului M, N, P dacă laturile acestuia 

rămîn paralele cu trei drepte fixe, vîrful M descrie o dreaptă dată d, iar vîrful N E unui plan 
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dat a. 

Soluţie: 

FieL::.MNPa.i. MP II d
" 

MN II d2 , PN II d3• M E d,N E a 

Fie L::.M' P' N' a.i. M' E d, N' E a, M' P' n d1 ; M' N' II d2 ; 

PIN'jI d3 • 

Dreapta MP generează un plan /3, fiind paralelă cu o direcţie 

d, §i sprijinindu-se pe o dreaptă dată d. 

La fel, dreapta M N generează un plan "! deplăsîndu-se paralel 

cu o direcţie d2 fixă şi sprijinindu-se pe o dreaptă dată d. Cum 

"! conţine pe d=}O este punct ~mun pentru Q şi "! =} an"! # 

o =} an"! = d', O E d'. 

NEa} 
NE,! 

=} N E Q n "! (II) L::. considerat, deci N descrie tot 

o dreaptă d' C a. 

Cum planul,! este bine determinat de dreapta d şi direcţia d2 , este fix, deci d' = Q n"! este 

fixă. 

La fel, P N va genera un plan 5, deplăsindu-se paralel cu direcţia fixă d3 şi sprijinindu-se pe 

dreapta fixă d'. 

Deci pentru orice L::.M N P în condiţiile date, virful P E d". 

Reciproc, fie P' E d". În planul (d',d") ducem PI,M' II PM =} (M'p'N') II (PMN) =} 

=} (dd') intersecţia a două plane paralele după drepte paralele =} M' N' II M N şi L::.M' P' N' 

astfel construit are laturile paralele ~u cele trei drepte fixe are M' E d şi N' E a, deci este unul 

din triunghiurile date în text. 

Deci locul geometric este dreapta d" a cărei construcţie am văzut cum să realizează şi care 

trece prin O. 
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În cazul D II a obţinem 

b) 

M M' 

:,~:) =>,an,,=d/l şiil'li d 

d II d' 

În acest caz locul geometric este o dreaptă paralelă cu d. 

FieMNPşi FieM'N'P'a.î. 

MP II d, 

MN l!d2 

]\iP II d3 

M'P'lld, . 

M'N'I!d2 

N'P' il d3 

MP II M'P' ) 
=> M N II M' N' => /::,M N P ~ /::'M' N' P' => 

NPIIN'P' 

M E 13, NEa M' E 13, N' E a 

=> (MNP) II (M'N'P'). 

Presupunem an13 = d şi fie dn(MNP) = {O} şi dn(M'N'p') = {O'} => 

=> MO li M'O' un plan taie planele paralele după drepte paralele. 
(MNP)n13 = MO } 

(M'N'p')n13 = M'O' . 

L~ fel O]ll li O' N' şi cum M N il M' N' => /::,0 M N ~ 1:,.0' M' N' 

IIOMII IIONII IIMNil 1 IIMPII IIMNIi 1 
=> 1I0'M'II:IIO'N'II-=: IIM'N'II => /::,MNP ~ M'N'P' => IiM'P'11 = !lM'N'11 => 

OMN = O'M'N' MNP = M'N'P' 
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=? L:.OM P ~ O' M' P' 
AJOP:= M'O'P' 

(1) =? 
Mpo :=M'foO' 

Folosim proprietatea: Fie 7r1 §i 7r2 2 plane paralele §i A, B, C, C 7r1 §i A', B' , C', C 7r2 AB II 
A'B', AC II A'C', A'1JicI:= A'B'C', IIABII = IIA'B'II, HACi! = IIA'C'II· 

Să arătăm că BC II S'C' . Într-adevăr (BB'C') este un plan care intersectează cele 2 plane 

după drepte paralele. 

B'C' II BC" } ABC" := A'1Jic' } 
=? =? - -

AB II A'B' dar ABC := A' B'C' 
IBC" =? 

B'C'IIBC. 

Aplicind în (1) această p:oprietate =? O P 1\ O' P'. Păstrînd O P fix şi lăsînd P' variabil 

mereu O' P' II O P, deci O' P' generează un plan ce trece prin d. Presupunem 13 II Q. 

aU 13 } =? IMNI:= I~/N'I 
MNIIM'N' 

=? M N N' M' paralelogram 

=? MM'II NN' 

=? MM' II (NN'P'P) 

=? (MPpIMI)n(MN'p'P) = PP' 

§i pplli MM' =? PP' Il NN' 

Considerînd P' fix §i P variabil =? P P' II a §i mulţimea paralelelor duse P P' il 13 la un plan 

printr-un punct exterior este un plan paralel cu cel dat. 

Deci locul geometric este un plan parallel cu a §i 13. 

11) Pe muchiile [OA, [OB, [OC ale unui unghi triedru se consideră respectiv punctele 

M, N, P a.Î. IIOMI! = -XIIOAH, ilONII = -XIIOBI!, 1I0PI! = ~1I0CI!, unde -X este un număr 

pozitiv variabil. Să se arate locul geometric al centrului de greutate al triunghiului MNP. 
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Soluţie: 

_ 1 1 IloMI! _. ,_ ilONl1 _ . IIOMI! - AIPAII :;. tlIIOAi! - A, 1I0J\ II - AIIOBII :;. 1I110BII - A, 

A 

Din PM li AC şi PN li BC:;. (MNR) li (ABC) 

IIOPII 
IIOPII = Alloq,:;. 1I0c:! = A 
În planul DAC avem: 
IIOMII tl0PII 7 

1I0AI! = IIOGII ==? PM II AC. 

În planul DAB avem: 

IIOMII = !i0NII MN i AB 
IIOAII IIOBi!:;'· ,[ . 

În planul· ° BC avem: 

ilONII _ ilOPI! , 1: BC 
IIOBII - !lOC\! :;. FI'" li . 

Fie Q şi D respectiv mijloacele laturilor IMN! şi IABI 

l::.OMN ~ OAB:;. IIOMil = ilMNIl = tllMNii = IIMNII ) 
. IIOAII IIABi! ~IIAB!I IIABII :;. l::.OMQ ~ OAD :;. 

OMQ=OAB 

:;. MOQ = AciD:;. O, Q, D sunt colineare. 

Dreptele concurente OD şi OC determină un plan care taie planele paralele :;. 

PQ II CD } II OP II IIPQII ~ilPQII /IPG'II 
:;. • :;. l::.OPQ ~ l::.OCD:;. IIOCII = 'ICDII = ~IICD'I = IICBI' :;. m(OCD) li 3 II 

:;. OPG' == OCQ:;. l::.OPG' ~ l::.OCQ:;. POG' == COG:;. O,G',G sînt colineare deci 

G' E !OG:;. locul geometric căutat este seIni dreapta lOG. 

Reciproc: luăm un punct pe lOG, G" ducem prin el un plan parallel cu (ABC), planul 

(M", N", P"), se formează triungIDuri asemenea şi apar rapoartele din ipoteză. 

12) ABCD şi AIB1C1Dl fiind două paralelograme oarecare În spaţiu se iau punctele A2, 

Bo, Co, D2 care împart segmentele [AA1], [BBd, [Cct], [DDr] în acelaşi raport. Să se arate 

că A2 , B2 , C2 , D2 este un paralelogr"am. 

Soluţie: 

. • IIAA211 II BB2 II IICC2 !i II DDo II 
FleA2 ,B2,C2 ,D2 a.l. IIA2AtlI = !lB2Bl/l = IIC

2
C,II = /1 D

2 
Drli =k. 

Luăm pe dreptele ADI şi BC, punctele .M şi N a.Î. M E IADII, I:~~II;I = k şi 
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N IBC I IIBN!! = k 
E, ," ilNC,il 

D' IIAA2!1 = IIAMII = k T~. A M II A D 
In IIA2A,11 il MD, II ' , 1 1 

(1) 

4 M 1
• A D "A M "AA D I!AAzli ilAzMII 

• z ! 1 1 '* L.>A 2 ~ U . 1 1 '* 'IAA '1 = IIA D l' 1, 11 : 1 '1 

Urmează 

IA,M,
11 _ _ k_ l' l' _ _ k_'1 '1 (?) 

IIA2Ddl - k + 1 '* ,1AzM 1- k + 11 A,D" -

L ~ l !JBB,11 - IIBNII - k B II[ li B C 
a le IIB2B, 11 - IINC

I
!! - '* 2

1 
" , I 

B2N fi B,C, '* l;BB,N ~ l;BBIC, 

(3) 

'* IIBB,II = IIB2Ni! Cum IIBB2!1 = !lAA211 = _k_ 
!IBB, !iB,C,!!' • .IIBB, !IAA,II k + l' 

b ' "EzNIl k IIB "'1 k 'IB C '1 
o ţmem B,C, = k+l '* I 21'i = k+1i 1 '! (4) 

Din A,D, II B,C, '* IIA,D,!II, IIB,c111 
(1), (2), (3), (4) '* A2M li B2N şi iiA2MII = IIB,NII '* AzD2NM este paralelogram. 

'* D2C, II MN, !/D,C2!11I HMNII deci A2B2 n D,C, şi MAzDzII II IID2C2 11 '* A2Ezc,D2 

paralelogram. 

13) Se dau dreptele d,d' care taie un plan dat a in A şi A'. Să se construiască punctele 

M, M' situate respectiv pe d, d' a.Î. M M' il a şi segmentul [M M'] să aibe o lungime dată [. 

Discuţie. 

Soluţie: 
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Ducem prin A' o dreaptă. d" il d. Ducem două. plane paralele cu a, care vor intersecta 

cele trei drepte respectiv în B' , B", B şi C, C', C". Planul (d,d') intersectează planele a, 

AA' II BB" [1 CC" } 
(BB'B"), (CC'C") după. drepte paralele' '* IIAA'II = a = IIBB"iI = 

d Il d* 
IICC·II. Planul (d',d*) intersectează planele paralele (BB'B"), (CC'C") după drepte paralele 

'* B' B* II C'C', BB' il cC' '* BFB" == CC'C·. 

Deci (1;1) plan paralel cu a pe care îl construim, triunghiul obţinut are o latură. construită. de 

lungime a şi unghiul corespunză.tor lui BB-B' constant. Notăm cu o linie acea poziţie a plan 

pentru care lugimea opusă. unghiului căutat este 1. Cu vîrful compasului în C şi o deschidere 

egală. cu 1, trasăm un arc de cerc care taie segmentulIC'C/1 În N sau dr. CoC'. Prin N ducem 

în (d*cf) o paralelă la d* care întîlneşte precis de ti Într-un punct M'. Prin M' ducem planul li 
la a care va intersecta cele trei drepte în M, M', Af". 

NM' II C"M' } '* '* M* M' N C* paralelogram 
CON II M"M' 
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(1) IINM'II = IIC"M"II } ) 
NM'IIC'M 

} 

NM'II CM,IINM'II = irC.UII =} CNM'M paralelogram 
CM II C"M' 

(2) 
IICMli = IIC'M*II 

=} IIMN'II = IICNII = I iar dreapta MM' aflindu-se, într-un plan paralel cu a este paralelă 

cu a. 

Discuţie: 

Presupunînd planul (CC'C') variabil, cum IICC"n şi CC-C' sînt constante atunci şi 

d( C, COC') = b = constant 

Dacă 1 < d nu avem soluţii 

Dacă 1 = d (3) o soluţie, cercul de raza 1, tangent la C'C' 

Dacă 1 > d (3) două soluţii: cerccl de raza 1, taie CoC' în două puncte N şi P. 

14) Să se construiască o dreaptă care să treacă printr-un punct dat A şi să fie perpendiculară 

pe două drepte date d şi d'. 

Soluţie: 

Dacă a # a'-soluţia este unică. 

Ducem prin A planele a.ld şi a' .ld' 

Cum A este punct comun =} anei # 0 =} an"" = 

~ =}A E~. 

d.la =} d.lD } . 
=} ~ dreapta căutată 

d' .lei =} d' .lD 

Dacă a = "" (V) dreaptă din a ce trece prin A corespunde probl<;mei deci (3) o infinitate 

de soluţii. 

15) Să se arate că există trei drepte cu un punct comun, perpendiculare două este două. 

Soluţie: 
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~/ 
Fie d1 J.d2 , două drepte concurente §i perpendiculare d1 nd2 = {O}. 

Ele determină un plan a = (d" d2 ) şi a E a. Construim perpendiculara pe a în a. 
d3 J.a, a E d3 --+ d3 J.d1 , d3 J.d2 • 

16) Fie a, b, c, d patru drepte cu un punct comun, d fund perpendicalară pe a, b, c. Să se 

arate că dreptele a ,b, c sînt coplanare. 

Soluţie: 

Folosim metoda reducerii la absurd. 

Fie dJ.a, dJ.a, dJ.c. Presupunem că aceste drepte nu sunt coplanare. Fie a 

a' = (a, b), a of a'. Rezultă dJ.a, dJ.a'. 

(b, ci, 

Deci prin punctul a se pot duce 2 plane perpendiculare pe d. Fals =} a, b, c sunt 

coplanare. 

17) Arătaţi că nu există 4 drepte cu un punct comun, perpendiculare două cîte două. 

Soluţie:(reducere la absurd) 

Fie anbncnd = {a} şi perpendiculare două cîte două. Din dJ.a; dJ.b; dJ.c =} a, b, c 

cînt coplanare şi bJ.a, cJ.a deci în punctul a se pot duce pe d două perpendicuiare distincte. 

Fals. Deci cele 4 drepte nu pot fi perpendiculare 2 cîte 2. 

18)Fie dJ.a şi d' !I d. Arătaţi că d' J.a. 

Soluţie:(reducere la absurd) 
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~ L1::Y 
Presupunem că d .!/-a. 

În d' n a = {O} ducem dreapta li" 1.a. Dreptele d' şi d" fund 

concurente determină un plan /3 = (d', d") şi cum O' E /3; O' E 

ani1 = a ~ { a C a ~ ;:~a~~d:~a 
aC/3 

d' II d ~ d' 1.a (2) 

(1) 

Din (1) şi (2) ~ că in planul /3 pe dreapta a În punctul O' s-au dus două perpendiculare 

distincte. Fals. Deci d' II a, 

19) Să se arate că două drepte distincte perpendiculare pe un plan a sunt paralele. 

Soluţie: 

Fie d.la 1 
d'.la ~ d II d' 

d-fd' 

Reducere la absurd. Fie d !y d'. Ducem d" II d prin O'. 

d"lI d } ~ 
d.la 

Deci d II d'. 

tI'1.a } 
~ în punctul O' se pot duce două perpendiculare pe planul a. Fals. 

fl.la 

20) Fie d.la şi d'UI a. Arătaţi că tl1.d. 

Soluţie: 

! 1------~7 
Fie d1.a şi d n a = {O}. Ducem prin O o paralelă la ti, care va 

fi conţinută in a, atunci d' !I a. 

d" II d', O E d" ~ d" C a, d1.a ~ d.ltl' ~ d.ld'. 

21) Arătaţi că două plane perpendiculare pe aceiaşi dreaptă sint paralele Între ele. 

Soluţie: 
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A 

Presupunema IY /3 '* an!3 # 0 şi fie 

l
A E an!3 '* printr-un punct A se pot duce 

două plane distincte parpendiculare pe această 

dreaptă. Fals. 

~-+--+- - , d,* o: iI!3. 

22) Să se ara.te că locul geometric a.l punctelor egal depărtate de două puncte distincte A 

şi B este un plan perpendicular pe AB, care trece prin mijlocul ° al segmantului [ABl (numit 

plan mediator al lui [ABl). 

Soluţie: 

" I --ft'f--'-A o B 

Fie M un punct din spaţiu cu proprietatea IIM A ii 
Unim M cu mijlocul segmentului !ABI punctul O. 

liMBI!· 

=} /:,AMO = /:,BMO '* MOJ..AB. Deci M se aflil. pe o dreaptă 

dusă prin 0, perpendiculara pe AB. 

Dar reuniunea tuturor perpendiculare!or duse prin ° pe AB este planul perpendicular pe 

AB în punctul 0, notat cu a, deci M E 0:. 

Reciproc: fie M E o: 

d = ARio: '* dJ..MO 

IAOI:: 10MI ) 

IMOllatură comună '* /:,AMO:: /:,BMO '* l!MAII = I!MBI!. 

MOJ..AB 

23) Să se afle locul geometric al punctelor din spaţiu egal depărtate de vîrfurile unui triunghi 

ABC. 

112 

Probleme de geometrie și trigonometrie, compilate și rezolvate, ediția a II-a

115



Soluţie: 

Fie M un punct din spaţiu cu această proprietate 

IIMAII = liMBII = IIMCII 

Fie O centrul cercului circumscris l::,ABC '* I!OAII = OBil = 

IIOCII, deci O este şi el un punct al locului geometric căutat. 

Comform problemei precedente locul geometric al punctelor 

din spaţiu egal 

depărtate de A şi B se află in planul mediator al segmentului [AE] care conţine şi pe M. 

)[otăm cu a acest plan. Locul geometric al punctelor din spaţiu egal depărtate de B şi de C 

se află in planul mediator al segmentului {BG], notăm {3, care conţine şi pe O şi pe M. 

Deci an!3 '= OM. 

AB.l..a'* AB.l..OM } 
'*OM.l..(ABC) 

BC.l..a,* BC.l..OM 
deci M E perpendicularei pe planul (ABC) in centrul cercului circumscris l::,ABC. 

Reciproc, fie M E acestei perpendiculare 

OM.l..OA ) 

OM.l..OB '* l::,OMA == l::,OMB == l::,OMC '* IIAMII = I!BMii = 
OM.l..OC 

IIOAI! = !lOBl! = 1I0CII 

= I!CMII, deci M are proprietate din enunţ. 
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23) Se dau planul a şi punctele A E a, B rf. a. O dreaptă variabilă d trece prin A şi este 

conţinută în planul a. Să se afle locul geometric al picioarelor ~ din B pe d. 

Soluţie: 

B 

!\ 
: \ 

c--- ---"--- \------ -- - ---

t~~1 

Ducem 1. din B pe plan. Fie O piciorul acestei 

perpendiculare. 

Fie BMJ.d } 
=> MO~d => 

BOJ.a 

=> m(OMA) = 90° => M E cercului de di­

ametrul OA. Reciţ!roc, fie M E acestui cerc => 

=> OMJ.AM, BOJ.a => BMJ.AM => BMJ.d, 

deci M reprezintă piciorul din B pe AM. 

24) Se dau: dreapta a, punctul A rf. a. Se cere locul geometric al picioarelor perpendicu­

larelor din A pe planele care trec prin a. 

Soluţie: 

Fie a un plan care trece prin a si fie M piciorul 1. din A pe a => AM ..la. 

MAI ..la 

=> AA'J.a 

AM~MA' 

prin a. 

Din AM ..la } => MAI ..la, deci M E unei perpendic-
AA'J.a 

ular pe a în AI, deci aparţine planului perpendicular pe 

a in AI pe care--l notÎm cu 7f şi care--l conţine şi pe A. 

AM ..la => AM J.M AI => M E cercului de diametru 

AA' din planul 7f • 

• Reciproc, fie M un punct de pe acest cerc de diametru 

AA' din planul 7f. 

25) Se consideră un plan a cere trece prin mijlocul unui segment [AB]. Să se arate că 
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punctele A şi B sînt egal depărtate de planul a. 

Soluţie: 

A 

În planul f3 avem 

Fie A' şi E' picioarele perpendicularelor din A şi B 

pea 

AA'.la } 
=? AA' II BB' =? 

BE' .la 

=? (3) un plan t3 = (AA', BB') şi AB C f3 =? 

O E f3 } 
=? =? O E anf3 = A'B' =? O, 

OEa 
A', B' 

sînt colîneare. 

II0AIi = jlOBIi ) 
AOA' == BOB' =? nAOA' == BOB' =? IIAA'II = iiBB'11 . 
n dreptunghic 

26) Printr-Un punct dat să se ducă o dreaptă care să intersecteze o dreaptă dată şi să fie .l 

pe o altă dreapta dată. 

Soluţie: 

d 

B 

ti' 

Fie a, d' dreptele date, A punctul dat. Ducem prin A 

planul a .l pe d'. 

Dacăana = {B}, atunci dreapta AB este cea căutată 

căci treCe prin A, întîlneşte pe d şi din d'.la =? 

=? d' .lAB. Dacă dr!.a = 0 nu sînt soluţii. 

Dacă a C a, atunci orice dreaptă determinată de A şi 

un punct al lui d reprezintă soluţie a problemei, deci o 

infinitate de soluţii. 

27) Fie a şi f3 două plane distincte, a căror intersecţie este dreapta d şi fie M un punct 

nesituat în aU{3. Se duc dreptele MM, şi M M2.l respectiv pe a şi fi. Să se arate că dreapta 

d este.l pe (MM,M,). 

Soluţie: 
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4----~ ~~i I 

M, 
Q 

dcf3 

28) Se dau un plan Q şi un punc~ A, A rf- Q. Să se afle locul geometric al punctelor M E Q 

astfel că segmentullAMI să aibă a lungime dată. 

Solutie: 

A 

ct 

Fie M un pucnt a.Î. IIAMI! = k. 

Ducem AA'-.ln * A' punct fix şi AA' -.lA' M 

Notăm IiAA'i! = a. 

IIAMU = ,jk2 
- a

2 = ct } * 
A2 

- fix 
Atunci 

M E unui cerc cu centrul în A' şi de rază ,jk2 - a2 , 

pentru k > a. 

Pentru k = a obţinem 1 punct. 

Pentru k < a mulţime vidă. 

Reciproc, fie M un punct pe acest cerc * ' * IIAM!! = 
ilA'M!1 = ,jk' - a 2 

} 

!iAA'iI =a 

= ,jk2 - a2 + a2 = k deci M are proprietatea din enunţ. 

29) Fie 0, A, B, C patru puncte a.i. OA-.lORlOC-.lDA şi se notează a = IIOAII, b = 

= IIOBil, c = 1i0CII· 

1) Să se calculeze hmgimile laturilor 6.ABC în funcţie de a, b, c. 

2) Să se calculeza O"[ABC] şi să se demonstreze relaţia O"[ABC]2 = 0"[DAB]2+0"[OBC]2+ 

+0"[OCA]2. 

3) Să se arate că proiecţia ortogonală a punctului ° pe planul (ABC) este ortocentrul 
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Hal /:;,ABC. 

4) Să se calculeze distanţa iIOHII. 

Soluţie: 

1) IIABII = va2 + /il; IIBCII = V/il + 2, IIC.4.11 = Va2 + 2 

OM.LAB} 2) Ducem =} CM.LAB 
CO.L{O-4B) 

În /:;,OCM 
c 

2a2 + 2/il + a2b2 

a 2 + /il 
B 

[ABC' IIABII·IICMII jla2 + b2 

(j J= 2 =V-2- x 

Dar (j[OAB] = ~ 

a[BOC"] =~. (j'COAl = ~ 2' l , 2 
a2 /il a2e file 

Deci (j2[ABC] = -4- + """"4 + """"4 = (j2[AOB] + (j2[DOC] + (j2[COA]. 

3~~:;:r}Oiecţia lui ° pc!. planul ABC, deci OH .L(ABC) =} OH .LAC 1 =} 

=} OC.L(OAB) =}=} OC.LAB . 
OC.LOB 

=} AB.L(OHC) =} AB.LCH =} H E inălţimi corespunzîtoare laturii AB . 

La fel se arată că AC.LBH şi deci H este punctul de intersecţie al înălţimilor, deci orto­

centru!. 

4) iIOHII·IICMII = IiOCII· i!OM!I =} OH . 

cab 

=}IIOHI!= ~ 
" Va2c2 + c2/il + b2a2 

abc 

va2 + /il 

a2r;2 + 2/il + /ila2 ab 
a2 + /il = Va2 + b2 =} 

30) Se consideră punctele necoplanare A, B, C D şi drept.ele AA', BB', CC', DD' 

perpendiculare respectiv pe (BCD), (ACD). (ABD). Să se arate că dacă dreptele AA' şi BB' 
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sînt concurente, atunci dreptele CC', DD' sînt coplanare. 

Soluţie: 

(3 

A B 

Revenim la problema dată. 

A 

D 

c 

Arătăm Întîi că dacă o dreaptă este .l pe două. plane 

concurente =? planele coincid. 

a.la ) 
a.l{3 =? a = B. 

an{3 = a 
Fie A = ana, B = an{3, MEd. 

a.la =? a.lAM } 
=? L::.ABM are 2 unghiuri drepte. 

a.l{3 =? a.lBM 

Fals. } 
AA'.l(BCD) =? AA'.lCD 

. =? CD.l(AA',BB') 
BE' .l(AC D) =? BB' .lC D 

care fiind concurente determină un plan =? C D l.AB. 

CC'.l(ABD) =? CC'.lAB 

DD' .l(ABC) =? DU .lAB 

AB.lCD } 
=? AB.l(CDD') 

AB.lDD' 

(CDC')n(CDD') = CD 

.4B.lCD} 
=? AB'.l(CDC') 

AB.lCC' 

=? (CDC') = (CDD') =? C, D, C', D' sînt coplanare =? CC' §Î DU sînt coplanare. 

31) Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare. Să se arate că AB.LCD şi ACJ.BD =? 

AD.lBC. 

Soluţie: 
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A 

B 

Ducem AA'-.l(BCD) 

AA'.LBC }. 
=> DC-.l(ABA') => DC-.lBA' 

AB-.lDC . 

=> BA' înălţime în ~BCD (1 ) 

AA'-.lBD} => BD-.l(AA'C) => BD.L4'C 
AC-.lBD 

=> A'C este înălţime în ~ABC (2) 

Din (1) şi (2) => A' este ortocentrul ~ABC => OA'-.lBC 

DA'l..BC} => BC-.l(DAA') => BC-.lAD 
AA'-.lBC 

32) Pe muchiile unui unghi cu vîrful O se iau punctele A, B, C, a.Î. 10Ai == lOBi == 

== lOCI. Să se arate că. piciorul -.l din O pe planul (ABC) coincide cu punctul de intersecţie al 

mediatoarelor ~ABC. 

Soluţie: 

le , 1 
Fie OO'-.l(ABC) => 00' -.lAO' 

00' -.lBO' => ~AOO', 

OO'-.lCO' 
~BOO' şi ~COO' sînt dreptunghice în O'. 

Cum 10AI == lOBI == lOCi} => 
100'1 latură comună 

=> ~AOO' == ~BOO' == ~COO' 

=> IIOAII = IIBO'II = IICO'il => O' este centrul 

cercului circumscris ~ABC. 

33) Fie vîrful A al triunghiulul isoscel ABC (IABI == IACll se proiectează ortogonal În A' 

pe un plan (} care trece prin BC. Arătaţi că. BA'C > BAC. 

Soluţie: 
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A 
Fie D mijlocul lui [BC] şi E E iDA' a.Î. 

I!DEII = liDA!! 

AD mediană în,0. isoscel =} ADJ..BC } 

AA'J..a 
=}A'DJ..BC 

iAD[=:!DE[} _ _ 
. . =} ,0.ADC =: ,0.DC E =} DAC =: DEC 
[DCI comună . 

DAlC> DEC fiind exterior ,0.CA'E =} DAC> BAC =} 2D7ic > 2DAC =} BA'C > BAC. 

34) Cu notaţiile teoremei 1, fie [AB' semidreapta opusă lui [AB". Să se arate că pentru 

orice punct MEa [AB" avem BIiJiB > M AB. 

Soluţie: 

B Fie M un punct în plan şi lAM' semidreapta opusă 

lui AM. 

Conform teoremei 1 =} BIAB < M AB =} 

=? m(BIAB) < M"7AB =} m(BIAB) < m(M"7AB) =? 

=} -m(BIAB) > -m(M"7AB) =} 

=} 1800 
- m( BIAB) > 1800 

- m( M' AB) =} m( BIiJiB) > m( MAB) =} B" AB > MAB. 

35) Fie a un plan, A E a şi B şi C două puncte de acea.şi parte a lui a a.Î. AC J..a. Arătaţi 

că CAB este complement al unghiului format de [AB cu a. 

Soluţie: 
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c 

I I I 

1 / ! 

V'i B' I I 
I I 

I 

A 

Proiectăm B pe plan '* BB'1..a } '* 
AC1..a 

'* AC şi BB' determină un plan (J = (AC, BB') '* 

'* AB c (J şi in acest plan M(CAB) = 90° -

-m(BAB') 

36) Fie d f3' un unghi tried..TU cu muchia m şi A E m. Să se arp.te că dintre toate semidreptele 

cu originea. A şi conţinute· in semiplanul f3', aceea. formează unghiul cel mai mare posibil cu 

planul a, care este 1.. p E m(suportul ei se numeşte drea.pta de cea mai mare pantă a lui f3 faţă 

de a). 

Soluţie: 

AA'.LO! '* AA'.Lm ) 
AB.lm ~ 

A'A"1..AB 

Fie semidrea.pta JAB C f3' a.î. AB.lm. Fie 

lAC o altă semidrea.ptă a.i. lAC C (3'. Ducem 

BE'.la şi CC'.la pentru a obţine unghiul 

celor 2 semidrepte cu a şi anume BAB' > 

CAC'. Ducem semidrea.pta IAA' a.Î. AA'.lO! 

şi să se afle de aceiaşi parte a planului O! ca şi 

semiplanul f3'. 

A'A" .Lf3' '* [AB este proiecţia semidreptei [AA' pe planul 

f3 ~ A'AB < A,AC '* m(A'AB) < m(A'AC) '* -m(A'AB) > -m(A'AC) '* 90°_ 

-m(A'AB) > goo - m(A'AC) '* B1B' > CAC' 

37) Fie a un plan, 17 un semispa.ţiu închis, limitat de a, d un semiplan conţinut în O! şi 

a un număr real, cuprins intre 0° şi 1800
• Să se arate că există un singur semiplan {3' avînd 
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frontiera comună cu a' a.Î. j3' C (7 şi m(a'j3') = a. 

Soluţie: 

B 
Fie d frontiera lui a' şi A E d. Ducem un plan 1. pe d 

în A pe care-l notăm cu '"( 

În acest plan există o singură semidreaptă b, cu oiginea 

În A, a.Î. m(c,b) = a. 

Semiplanul determinat de d şi semidreapta b este cel căutat, căci 

din d1.'"( ~ d1.b } _ 
~ m(a/S') = m(b,c) = a. 

d1.c 

38) Fie (a'{3') un unghi diedru propriu. Construiţi un semiplan '"(' a.Î. m(a'{3') = m(;'f3'). 

Ară.taţi că problema are două soluţii dintre care una este situată în int.a'j3' (numit semip!an 

bisector al lui a' 13'). 

Soluţie: 

a 

Fie d muchia diedrului şi A E d. Ducem a1.d, a C 

a' şi b1.d, b C 13' două semidrepte cu originea în A. 

Rezultă d1.(ab). Ducem în planul (a, b) semidreapta c 

a.Î. m(ac) = m(d;) (1) 

Cum d1.(ab) ~ d1.c 

Semiplanul '"(' = (d,c) cel căutat căci _ ~ ~ (a'-y') = m('"('f3'). Dacă vom 
m(a''"(') = m(âC) } 

m('"('f3') = m(c,b) 
considera semidreapta opusă lui c, d, semiplanul '"(" = (d,d) formează de asemeni unghiuri 

concurente cu cele două semiplane, fiind suplementele celorlalte. 
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39) Să se arate că locul geometric al punctelor egal depărtate de doua plane secante a, (3 

este format din două plane .L, şi anume din reuniunea planelor bisectoare ale unghiurilor diedre 

de a şi (3. 

Soluţie: 

Fie M un punct din spaţiu egal depărtat de semi-

planele a',,8' =? lIMAl1 = liMBII 

M A.La =? M A.Ld } 
=? d.L(MAB), 

MB.L(3 =? MB.Ld 

d.LOA 
unde d = an(3. } 

Fie dn(MAB) = {O} =? =? m(a'8') = 
d.LOB 

=m(AOB). 

IMA! = IMBI ) 
IOM! latura comună =?l',MOA == l',MOB=?MOA == MOB=?M E bisectoarei unghiului 

triungh.i drept. . 

ADB =? M E semiplanului bisector al ungh.iului semiplanelor a',[3'. 

Dacă. M' este egal depărtat de semiplanele (3' şi ci' se va arăta la fel ca M' E semiplarrui 

bisector al acestor semiplarre. Presupunem că M şi M' se află în acest plan .L pe d, observăm 

că m( M OM') = 90°, deci cele două semiplarre sînt 1-. Considerînd şi celelalte 2 unghiuri diedre 

se obţin 2 plane perpendiculare, cele 2 plane bisectoare. 

Reciproc: se arată uşor că un punct din aceste plane este egal depărtat de planele a şi f3. 

40) Dacă. a şi ,8 sînt 2 plane .L, Q E (3 şi d.L prin Q pe a. Să se arate că d c (3. 

Soluţie: 
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a1.,B 

QE,B 

d1.a 

QEd 

Fie an,B = a. În planul,B ducem d' 1.a, Q E d'. 
__________ 11 ___ _ 

Cum a1.,B =? m(Jib) = 90° =? d'l.b } d'1.a } 
=? =? d = d' pentru ca dintr-un punct 

d' 1.a dar d1.a 
să se poată duce pe un plan o singură perpendiculară. 

Cum d' c P =? dep. 

41) Se consideră o dreaptă dea. Arătaţi că reuniunea dreptelor 1. pe a, care intersectează 

dreapta d, este un pian 1.a. 

Soluţie: 

d3 d2 d, 
I I I I 
! ! I t 

I I ' I 
I I I I 

, ~;~ 

~ / 

Fie dt 1.a 1 
d21.0 =? dt !i d2 II d3 =? dreapta cu aceiaşi 

d31.a 
direcţie. Se ştie că reuniunea dreptelor ca.re au aceia.şi 

direcţie şi se sprigină pe o dreaptă dată este un plan. 

Cum acest plan conţine o perpendiculară pe o, el este 

perpendicular pe o. 

42) Să se afie locul geometric al punctelor situate la egală distanţă de două drepte con-

curente. 

Soluţie: 
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a 

M Fie a = (d
" 

d2 ) planul celor două drepte concurente şi 

M un punct cu proprietatea că d(M,d, ) = d(M,dz). 

Ducem MA1.d" MB1.d2 => IIMAII = liMBII. Fie 

M' = pr"M => D.MAM' == D.MBM' => IIM'Ali = 

iiM' BII => M' E unei bisectoare a unghiului format de 

cele două drepte, iar M a.flîndu-se pe o dreaptă l.a ce 

Întîlneşte o bisectoare ~ M E unui plan l.a şi care in-

tersectează pe a după o bisectoare. Deci locul geometric 

va fi format din două plane l.a şi care intersectează pe a după cele 2 bisectoare ale unghiului 

formate de d, şi d2 . Cele două plane sînt şi 1. între ele. 

=> IIM'AII = IIM'Bllo} => MA1.d, şi la fel MB1.d2 => M are proprietatea din enunţ. 
IIMM'II lat. corn. . 

43) Arătaţi că un plan al. pe 2 plane secante este 1. pe intersecţia lor. 

Soluţie: 

Fie iJn, = d şi M E d => M E (3, M E "f. Ducem i. 

din M pe a, dreapta il. 

Conform problemei 4 => il C iJ } => dJ...a. 
([Ca 

44) Fie A un punct nesituat în planul a. Să se afle intersecţia tutorr planelor care conţin 

punctul A şi sînt 1. pe planul a. 

Soluţie: 

A E ,6, /31.a 
Fie iJ şi , astfel de plane, adică 

A E "f, "f1.a 

DinA E,6 } => iJ n 'Y # 0 => sînt plane secante şi 1. pe 
AE'Y 

a ~ a1.(iJn...,,) = d, A E d. Deci intersecţia lor este 1. prin 

A pe planul a. 

45) Duceţi printr-un punct dat un plan 1. pe 2 plane date. 
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Soluţie: 

Se proiectează punctul pe cele 2 plane şi planul căutat este determinat de cele două per­

pendiculare. 

46) Intersectaţi un inghi diedru cu un plan a.i. unghiul de secţiuni să fie drept. 

Solutie: 
Fie an ţ1 = d şi MEd. Considerăm a semidreaptă cu 

originea În M, a E a şi construim un plan .l.. pe a in Af, 

. planul T 

Întrucît M E ţ1 } 
=? ţ1 n, # 'Z şi fie o semidreapta cu 

ME, 

originea în M, b c Sn, =? b c ţ1, b c ,. Cum a..L, =? 

a1.b şi planul căutat este cel determinat de semidreptele 

(a,b). 

47) Arătaţi că o dreaptă d şi un plan a, perpendiculare pe un alt plan sînt paralele intre ele 

sau dreapta d este conţinută în a. 

Soluţie: 
Fie anp = a şi dnp = {A}. 

Presupunem că A ti: a. Fie AI E a, construim b1.B, M E 

'b =? bea. 

b1.ţ1, d1.p =? d II b =? d li a. 

Dacă A Ea} '* dea. 

d1.B 

48) Dacă 3 plane 1. pe un plan se intersectează două cîte două după dreptele a, b, c arătaţi 

căallbllc. 

Soluţie: 
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lt 

an')'=b 

an,B = c 

,n,B = a 

(1) 

(2) 11" 1-,B } =? 11" 1-a 
11"1-, 

Din (1), (2), (3) =? a II bile. 

(3) 

49) Dintr-un punct A se duc perpendicularele AB şi AC pe planele feţelor unui unghi diedru 

ct,B'. Să se arate că m(BAC) = m(ct,B') sau m(BAC) = 180· - m(a',B'). 

Solutie: 

Fie A E int(ct,B'),an,B = d 

AB1-a =? ABl.d } 
=? dl.(ABC) 

AC 1-,B =? AC 1-d 

1 
dn(ABC) = {O} 1 

=? dl.OC =? m(ct(3') = m(BOC) 

dl.OB . 

m(ABO) = 900 
} _ _ 

_ =? m(BAC) + m(a'f3') = 1800
• 

m(ACO) = 900 

=?m(ct,B') = 1800 -m(BAC)=?m(BAC) = 1800 -m(ct,B') 

Fie A E int ct',B'. Se arată la fe~ că m(BAC) = 1800 
- m(ct',B') } =? 

m(a"f3') = 1800 - m(ct,B') 

=? m(BAC) = 1800 -1800 + m(ct,B') = m(ct,B'). 

Dacă A E int(ct'ţ3") => m(BAC) = 1800 - m(ct,B'). 

Dacă A E int(ct,B") =? m(BAC) = m(ct,B'). 
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PROIECŢII 

1) Să se arate: dacă dreptele d şi d' sîJnt paralele, atunci pr",d II pr",d' sau pr"d = pr",d'. 

Ce putem spune despre planele proiectante ale lui d şi d'. 

Soluţie: 

fi;Yf: 
, " , , ,. . , .. . , ., , . .. 

Fie d li d', (3 planul proiectantal lui d. 

a) Presupunem d' <t (3, adică planul d,d' .ta => 

planul proiectant al lui d' este atunci (3'. Vrem 

să arătăm că pr"d'!! pr"il. Presupunem prin 

observaţii că pr"dn pr"d' = {P} => (3)M E d 

a.î. pr"M = P şi (3)M' E d' a.î. pr"M' = P. 

=> P M.La } => în punctul P pe planul a se pot duce 2 perpendiculare distincte. Fals. 
PM'.La . 

Dacă (3 este planul proiectant a lui d şi (3 al lui d', atunci (3 II (3', căci dacă ar avea un punct 

comun proiecţiile lor ar trebui să aparţină şi pr"d şi pr"d' şi deci n-ar mai fi paralele. 

b) Dacă d' C (3 sau de (3', adică (d,d').La => d şi d' au acelaşi plan proiectant => pr"d = 

2) Ară.taţi că proiecţia unui paralelogram pe un plan este un paralelogram sau un segment. 

Soluţie: 

a) Pesupunem că (ABCD) .ta. Fie A', B', C', D' 

respectiv proiecţiile punctelor A., B, C, D. 

AB '1 DC ~ A'B' II D'C' } 
I => A'B'C'D' par-

AD II BC ==> A'D' II B'C' 
alelogram. 

b) Dacă (ABCD)J.a => proiecţiile A', B', C', DE 

dreptei (ABCD)na => proiecţia paralelogramului 

este un segment. 
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3) Ştiind că latura [DA a unghiului drept ADB este parale~ cu un plan a, să se arate că 

proiecţa pe planul cr a unghiului ADB este un unghi drept. 

Soluţie: 

B 

a 

Dacă DA II cr =? praDA H DA =? O' A' II OA Întrucît 

(V) plan ca trece prin O A taie planul a după o par­

alelă la OA. 

00' 1.0'A' } =? OA1.00' } =? 

O' A' II OA OA1.0B 

OA1.(OO'B) } 
=? =? O' A' 1.( 00' B) =? 

O'A' II OA 

=? O' A' 1.0' B' =? A'CYB' unghi drept. 

4) Fie A'B'C' proiecţia .6.ABC pe un plan a. Arătaţi că centrul de greutate al .6.ABC 

se proiectează În centrul de greutate al .6.A'B'C'. Este valabil un rezultat analog pentru 

ortocentru? 

Solui,ie: 

În trapezul BCC'B' (BB' II CC') 

IBMI == IMCI } =? iB'M'1 == IMC'I =? A'M' me­
MM' li BB' 

diană. 

MM' il AA' =? MM'A'A trapez ) 

IIAGII = 2 GG' l' AA' =? 
IIGMII ' I 

IIA'GII II AGil ". 
=? IIG' M'II = IIGMII = 2 =? G' se afla pe me(!Jana 

A' M' la 2/3 de vîrf şi 1/3 de bază. În general nu, căci ar trebui că 1:: drept AMC să se 

proiecteze tot după un unghi drept şi la fel pentru Încă o inăl~ime. Acest lutru se realizează 

dacă laturile .6. sînt paralele cu planul. 

5) Fiind date punctele necoplanare A, B, C, D să se determine un plan pe care punctele 

A, B, C, D se proiectează În vîrfurile un paralelogram. 

Soluţie: 
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B 

K' i ! - ! 
A :: j 
:' : 

/1t#!1 
Fie A, B, C, D cele 4 puncte necoplanare şi M, N 

mijloacele segmentelor IABI şi IC DI. M şi N de-

termină o dreaptă şi fie un plan o..'-MN =;. }'vI şi N 

se proiectează în acelaşi punct O pe 0.. 

AA' '1 MO II BB"} 
I =;. IA'OI = 10B'I 

IAMI = IMBI 
CC'~' DD' II NO } 

ti =;. ID'OI == iOC'1 
IDNI = INCI 

)~ 
=;. A' B'C' D' paralelogram. 

6) Se consideră toate triunghiurile din spaţiu care se proiectează pe un plan o. după acelaşi 

triunghi. Să se afle locul geometric al centrului de greutate. 

Soluţie: 

Fie A'B'C', A"B"C" două astfel de 6. cu propri­

etatea praA'B'C'= ABC, praAIB"C" = ABC. 

=;. G'G = G"G =;. G". G', G sunt colineare. 

Datorită faptului că prin proiecţie se păstrează raportul se arată că G' este de greutate al lui 

7) Fie A un punct nesituat pe dreapta d. Determinaţi un plan o. a.Î. prad să treacă prin 

praA. 

Soluţie: 
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Fie M E d şi A !ţ d. Cele două puncte etermină 

o dreaptă şi fie a un plan perpendicular pe această 

dreaptă, AM.La =} A şi M se proiectează pe a în 

acelaşi punct AI prin care trece şi prad = praA E 

prad. 

8) Determinaţi un plan pe care trei drepte date să se proiecteze după drepte concurente. 

Soluţie: 

Determinăm o dreaptă care să întîlnească cele 3 drepte 

în felul următor. 

Fie M E dz =} {3 = (M,dr), "1 = (M,d3 ) şi an"l = 

= d =} d C {3t, dndl = {N}, de "11, dnd3 = {Pl. 

Fie acum un plan cd_d =} praM = praN = praP = 

= O=} prad, n pradz n prad3 =F 0 =} d~ nd~ nil; = 

= {O}. 

9) Fie a, {3 plane care se taie după o dreaptă a Ş fie d o drepată perpendiculară pe a. Să se 

arate că proiecţiile dreptei d pe a, {3 sînt concurente. 

Soluţie: 
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Fie an,6 = a şi MEd. Proiectăm acest punct pe a 

MM'.La} 
şi,6: MM'.La'* '* a.L(MM',d) 

d.La 

MAf".La } 
MM".L,6 '* '* a.L(MM",d) '* a.L pe 

d.La 
planul proiectant al lui d pe ,6. 

(MM',d).Ld } '* (MM',d) II (MM",J) } '* 
(NM",J).La d dr. comună 

'* (MM',d) = (MM",J) = (MM'M") 

orod = OM' } 
Fie an(MM'M") = {O} '* . '* 

pTod = OM" 

'* OM'nOM" = {O} şi deci cele două proiecţii sînt 

concurente. 

10) Se cansideră dreptele OA, OB, OC, .L două cîte două. Ştim că IiOAII = a, !lOBl! = 

b, HOCI! = C. Să se calculeza măsura unghiului planelor (ABC) şi (OAB). 

Soluţie: 

OC.LOA} OC.L(OAB) } '* '* CM .LAB '* 
OC.LOB OM.LAB 

'* unghiul planelor (ABC) şi (OAB) este OMC = a. 

}k--+-__ -7B~ !lABII = v'a2 + b2; IiOMI! = v'a:: b2 

lIocli c cy"â2Ţb2 
tga= IIOMII = ab ab 

A v'a2 + b2 

11) O dreaptă taie două plane perpendiculare a şi ,6 în A şi B. Fie A' şi B' proectiile 

punctelor A şi B pe dreapta an,9. 

1) Arătaţi că IiABII2 = I!AA'II~ + IIA'B'11 2 + IIB'BII2 

2) Dacă a, b, c sînt măsurile unghiurilor dreptei AB cu planele a, {3 şi cu an,6, atunci 
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IIA'B'II .. 2 . 2b . 2 
cosc = IIABII ŞI sm a + sm = sm c. 

Soluţie: 

Fie a n/1 = a şi AA'.la, BB'.la 

a.lB 1 
A E o =} AA'.l/1 =} AA' .lA' B =} 

AA'.la 

=} liABII2 = IIAA'Ii 2 + IIA'BII 2. 

Cum BB'.la } 
=} BB'.lo =} pr"AB = AB' =}~dreptei AB cu o, BAB' = a 

/1.l0 

AA'.l,B =} prsAB = A' B =}~dreptei AB cu /1 este ABA' = b. 

În planul /1 ducem prin B o paralelă la a şi prin A' o paral~Iă la BB'. Interseqia lor este 

C, iar II A' B'II = iiBCII, IIBB'II = !lA'CII· Ungiul dreptei AB cu a este ABC = c. 

Cum AA'.l/1 =} AA'.lA'C =} IIACII2 = IIAA'lf + IlA'CII2 = IlAA'II2 + ilB'BI12 (1) 

B'BCAdreptunghi =} A'C.l!lCB } 
=} AC.lCB. 

AA'l../1 
=} f:::,ACB dreptunghic în C .. 

Împărţim relaţia (1) cu liABI!2 

IIACII 2 II AA'il 2 IIB'BIJ2 . 2 • 2 • 2 

IIABI!2 = IIitBI!2 + IIABII2 =} sm c = sm b + sm a. 

12) Fie ABC un triunghi situat într-un plan o, A' B'C' proiecţia f:::,A' B'C' pe planul 

o. Notînd cU S, S', Sti ariile f:::,ABC, f:::,A'B'C', f:::,A"B"C", să se arate că S' este medie 

proporţională între S §oi S". 

Soluţie: 

S' = Scos a 
, a E (0,/1) 

S" = S'cosa 
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S' ) cos a = - S' s" E" * - = - * st2 = SS" * S' = .JSSii. 
cos a = 5' S s' 

13) Un triedru [ABCD] are iACi == IADI == IBCI == iBDI. M, N fiind mijloacele muchiilor 

[AB], [CD] să se arate: 

a) MNl.AB, MNl.CD, ABl.CD; 

b) Dacă A', B', C', D' sînt picioarele perpendicularelor duse În vîrfurile A, B, C, D pe 

feţele opuse al tetraedrului, punctele B, A', N sînt colinea.re §i la fel A, B', N; D, C', ,\1; C, 

D', Al. 

A 

c) AA', BB', MN şi CC', DO', MN sînt cîte trei drepte concurente. 

Soluţie: 

D 

c 

B 

1- *BNl.DC 

lACI == tBci * L'!.ACB isoscel} '. * CMl.AB (1) 
CMmediană 

IADI == IBD! * L'!.ABD isoscel} 
* DMl.AB (2) 

DMmediană 

ABl.MN} Din (1) şi (2) * ABl.(DMC) = 
ABl.DC 

'IBCI = IBDI} ) 

BN mediană} * DCl.(ABN)*DCl.MN 

IADI == lACI *AN l.DC 
AN mediană . 

b) 

DCl.MN } * 
DCl.AB 

DCl.(ABN) } * (BDC)l.(ABN)} * AA' C (ABN) } * 
DC C (BDC) AA'l.(BDC) A' E (BDC) . 

* A' E BN * B, A', N sînt colineare. 

La fel: 
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Din (ADC)~(ABN) =? A, B', N eolineare 

(ABC)~(DMC) =? M, D', C colineare 

(ABD)~(DMC) =? D, C', M colineare 

e) La a) am arătat că MN ~AB 

Din AA'~(BDC) } =? 

BN C (DBC) 

Din BB'l-(ADC) } =? 

AN C (ADC) 

concurente. 

AA'~BN 

A'EBN 

BB'~AN 

B'EAN 

) ~ AA', BB' ,i MN ,in! in~,imi in C,ABN ""i 

La fel DD', CC', MN vor fi înălţimi în to.DMC. 

14) Dacă semidreptele [OA §i [OB eu originea lor în planul Q, OA~Q, OB j.LY. atunci cele 

2 semidrepte formează un unghi ascuţit sau obtuz, după cum sînt sau nu de aceiaşi parte a 

planului Q. 

Soluţie: 

IA 
I 

Presupunem că [OA, [OB sînt de acei"§i parte a plan­

ului Q. 

Ducem BB' ~Q } 
=?BB'II AO=? 

AO~Q 

(3) planul (AD, BB')={3 =? IOA, 10B sînt în acel"§i 

semiplan. 

AO~Q =? AO~OB', m(BOB') < 90° =? 10B C 

intAOB'. 

În planul ,8 avem m(AOB) = 900 = m(BOB') < 900 =? AOB ascuţit. 

135 

Probleme de geometrie și trigonometrie, compilate și rezolvate, ediția a II-a

138



Presupunem că [OA şi [OB sînt în semispaţii 

diferite faţă de a =? A şi B sînt În semiplane 

diferite faţă de OB' în planul f3 =? 10B' c int.BOA 

=? m(AOB) = 90° + m(SoB') > 90° =? AOB este 

obtuz. 

15) a) Arătaţi că cele 6 plane mediatoare ale muchiilor unui tetraedru au un punct comun. 

b) Prin acest punct trec Ş perpendiculare pe feţele tetraedrului, duse prin centrele cer­

curilor acestoe feţe. 

Solutie: 
A 

B~--------------~~ 

Se ştie că locul geo':"'etric al punctelor din spaţiu 

egal depătate de vîrfurile 6BC D este perpendic­

ulara ,d pe pl. 6 În centrul r.ercului circumscris 

acestui 6 notat cu O. Ducem planul mediator 

al laturii lACI care intersectează aceasta J...d în 

punctul O. Punctul ° este egal depărtat atunci 

de toate vîrfurile tetraedrului 1i0AII = IIOBII = 

IIOGII = IIODII. Unim ° cu mijlocul E al la-

turii IABI. Din 10AI == lOBI =? 60AB isoscel 

=? OCJ...AB (1) 

Proiectăm ° pe planul (ABD) În punctul O2 • 

Cum 10AI == lOBI == fODI } =? 60A0
2 

= 60B02 = 60D02 
10)02 1 latură comună . 

=? 102AI == IB021 == !D021 =? O2 este centrul cercului circumscris 6ABD. La fel se arată că 

° se proiectează şi pe celelalte feţe in centrele cercurilor circumscrise, deci prin ° trec toate 

perpendiculare pe feţele tetraedrului duse prin centrele cercurilor circumcscrise. Deci b) este 

demonstrat. 
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Din 102AI ~ j02BI '* f:,.02AB isoscel '* 02E.LAB (2) 

Din (1) §i (2) '* AB.L(E020) } 

IAEI~ IEBI 
'* (E020) este plan mediator al laturii IABI şi trece 

prin O, iar dreaptei d îi aparţine intesecţia celor 3 plane mediatoare ale laturilor IBG!, IGD!, 

iBD!, deci O este punctul comun pentru cele 6 plane mediatoare ale muchiilor unui tetra.edru. 

16) Fie d şi d' două drepte necoplanare. Să se arate că (3) puncte unice A E d, A' E d' a.Î. 

AA'.Ld şi AA' .Ld'. 

Dreapta AA' se numeşte perpendiculara comună a dreptelor d §i d'. 

Soluţie: 

Fie M E d§io!1 d', M E o. Fie o = (d,o) '* d' II a. 

a '*d"IId',*d"fld''*d'nd= 
Fie: d" = pr d' } 

d' 11,0 
{A} altfel d şi d' ar fi paralele deci coplanare. Fie 

f3 planul proiectant al dreptei d' '* f3.Lo. 

f3no=d" 

În planul f3 construim perpendicular pe d" în punc­

tul A şi 

AA'.Ld" } '* AA'.Ld'. 
d' II d" 

17) Cu notaţiile problemei precedente fie M E d, M' E d'. Să se arate că iiAA'1l ::; iiM M'iI, 

egalitatea fiind posibilă numai dacă M = A şi M' = A'. 

Solutie: 
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~
cf 

A' M' " .. :~. 
" '1 

->' M N 

Ducem M'M"1.d' =? M'M"1.d =? M'M"1.M"M =? IIM'MII:::>: ilM'M"ij = IIA'AII· 

Egalitate se obţine numai cînd M = A şi M' = A'. 

18) Fie AA' 1. comună a dreptelornecoplanare d, ti' şi M E d, 1'.1' E d' a.Î. !AMI == IA'M'I. 

Să se afle locul geometric al mijlocului segmentului [MM']. 

Soluţie: 

Fie M E d, M' E d' a.Î. IAMI == IA'M'I. Fie d" = pr"d' şi M'M"1.d" =? M'M"1.o. =? 

M' M" 1.M" M şi 

=? . I =? IAMI == IAM'I =? .6.AM M' isoscel. M" " A'A } IA'M'j == lAM"! } 

A'M' II AM" IA'M'i == IAMI 

Fie P mijlocul lui IMM'I şi P' = pr"P =? PP' /1 M'M".=? P' este mijlocul lui MM", 

AMM" isoscel =? [AP' besectoarea <} M'AM. (PP') fiind linie mujlocie în .6.M'M"M =? 

!!PP'II = ~IIM'MII = ~IiA'AIi =constant. 

Deci punctul se află la o distanţă constantă de dreapta AP', deci pe o paralelă la această 

dreaptă situată în planul 1. pe o. ce trece prin AP'. 

Cînd M = A ş M' = A' =? IIAMH = it N' A' = O =? P = Runde R este mijlocul segmentului 

IAA'I. Deci locul geometric trece prin R şi cum 

AA'1.AP' } 

RP II AP' 
=? RP 1.AA' =? RP este conţinută în planul mediator al segmentului IAA'I. 
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Deci RP este intersecţia planului mediator al segmentului IAA'I cu planul L pe a trecînd 

prin una din bisectoarele unghiurilor determinate de d şi a',' se mai obţine încă o dreaptă 

conţinută în planul mediator al lui [AA1 paralela cu cealaltă bisect. a unghiurilor det. de d şi 

d". 

Deci locul geometric va fi for;nat din două drepte perpendiculare. 

* Reciproc, fie Q E RP un punct (1;1) pe această dreaptă şi Q' = proQ =? Q' E iAF' 

bisectoare. Ducem N Nil l.AQ' §i cum AQ' este şi bisectoare şi înălţime =? 6AN N" isoscel 

=? IAQ'I mediană =? INQ'I := IQ' N'l 

Ducem N'NI/La" =? =? IAN!:= IA'N'I 
IA'N'I:= !AN"! } 

IAN"!:= IANI 

QQ" 11 N'N" =? Q, Q', N', N" coplanare =? N"Q' E (QQ'N'N") =? N E (QQ'N'N") 

Întrucît IIQ'QjI = -2
1 

iIAA'I! = -211!N' N"II } 
=? IQ'QI liniemij.locieîn 6NN'N" =? Q, N', }Ii 

QQ'IIN'N" 

coliniare şi IQN'I := IQNI· 

19) Se consideră un tetraedru V ABC cu următoarele proprietăţi: ABC este un triunghi 

echilateralde latură a, (ABC)l..(VBC), iar planele (V AC) şi (V AB) formează cu planul (ABC) 

unghiuri de măsură 60°. Să se calculeze distanţa de la punctul V la planul (ABC). 

Soluţie: 

D = prBCV şi E = prABV FD = prACV 

(VBC)l.(ABC) =? VDl..(ABC) =? d(V,a) = IIVDII, 

unde ci = (ABC). 

V Dl..(ABC)} =? DEl.AB =? m(VED) = 600 ) 
VEl.AB 

VDl..(ABC)} =? DF LAC =? m(VFD) = 60· =? 

V F l..AC . V D latură comună 
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,6.VDE = ,6.VDF * IEDI == IFDI} a * ~ ~ * ,6.EDB == ,6.FDO * IBDI == IDOl * IIBDIi = -
m(B) = m(O) = 600 2 

a . o a J3 aJ3 
IIEDII = 2 ·sm60 = 22 = -4-

IIVDlI = IIEDII' tg 60° ~ a-:. J3 = ~ 

20) Toate muchiile unui triedru au lungimea a. Să se arate că un vîrf se proiectează pe faţa 

opusă în centrul de greutate al acestuia. Să se afle măsură unghiurilor diedre determinate de 

cîte două feţe. 

Soluţie: 

v 

B 

Fie O = pr(BAC) V; IW AII = IIV BII = ilVOII = a } * 
IIVOli comună 

* ,6.VAO == ,6.VBO == ,6.VBO == ,6.VCO * iOA! == 

== IBOI == ICOI * O este centrul cercului circumscris 

şi cum MBO este echilateral * O este centrului de 
1 1 aJ3 aJ3 

greutate * HOMU = 3"UMOII = 3" . -2- = -6-

!lVMil = IIMCII = Ja2 _ ~ = a~ 
aJ3 

• - YOMII --L 1 - 1 
In ,6.VOM * cos(VMO) = IIN~U = aJ3 = 3 * VMO = arccos 3' 

2 

21) Fie DE o dreaptă perpend.iculară pe planul patratului ABCD. Ştiind că IIBEII = 1 şi 

măsura unghiului format de [BE şi (ABC) este {3, să se determine lungimea segmentului .4E 

şi unghiul lui [AE cu planul (ABC). 

Soluţie: 
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~~-----TC 

În 6.AEB, dreptungic în A: 

IIDEII =1 

m(DBE) = /3 

În 6.EDB: !IDEII = 1 sin {3 

IIDBII = IC06j3. 

Dar dacă HAB!I = a '* IIDBII = ay'2, deci 

!lABI! = II~II = le;!. 

IIAEI! = Vl2 - 12c;2f3 = Il--;2{3 = It +~n2j3 
• - Il DE ti psinj3 In 
In 6.ADE (m(D) =90") tgp= IIADI! = pcosj3 =v2tg{3. 

y'2 

22) Dreapta C D .1 planul6.ABC echilateral de latură a, iar [AD şi [BD formează cu planul 

(ABC) unghiuri de măsură {3. Să se găsească unghiul planelor (ABC) şi ABD. 

Soluţie: 

D 

aV3 
I!C01! -2- V3cos/3 

cos a = !lCEII = atinj3 = 2.~ 
cos/3 

sau 

CE.lBA} _ 
,**=pl. (ABC) şi ABD are m(DEC). 

DE.lAB . 

ABC echilateral =} IICEI! = a~. 
Din 6.CBD: IIDBII = ~{3 = IIADII 

DE2 ./ a2 a2 Isin/3. 
= V cos2 /3 - 2 = av cos ,B ŞI 
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a . sin,8 

IICDI! cos,8 2 
tg a· IICEII = ay'3 = y'3. tg,8. 

2 

23) Fiind date planul a şi b.ABC, b.A' B'C' nesituate în acest plan. Să se determine un 

b.DEF, aşezat în a a.Î. pe de o parte dreptele AD, BE, C F şi pe de altă parte dreptele 

A'D, BrE, C'F să fie concurente. 

Soluţie: 

Considerăm problema rezolvată şi luăm în planul a, b.DEF apoi punctele ° şi O' nesituate 

în a. 

Construim şi dreptele IDO, !FO, IED respectiv IDO', !FD' IED'. Pe aceste semidrepte 

luăm b.ABC şi b.A'B'C'. Evident din modul în care am construit dreptele AD, BE, CF se 

intersectează în O. Prelungim dreptele BA, BC, CA pînă intersectează planul a în punctele 

B, C, respectiv A. Apoi prelungim dreptele C'A', C'B', A'B' pînă intersectează planul a în 

punctele Az, C2 respectiv B2 . 

Evident punctele A" B" C, sint coliniare (pentru că E an(ABC» de asemenea Az, Bz, 

Cz coliniare (deoarecare E an(A'B'C'». 

Pe o altă parte, punctele D, F, A" A.z sînt coliniare deoarece: 

A, E AC(ACOD) } 
=} O,F,A, E an(ACO), deci coliniare 

cumA,D,FC a 
(1 ) 

Az E O' A' C (A'C'ODF) 

D,F,AzEa 

=} D,F,Az E an(C'A'O) =} D, F, Az coliniare (2) 

Din (1) şi (2) =} D, F, A" Az coliniare. Analog C, E, F, C2 colineare şi B" E, D, Dz 

coliniare. 

În consecinţă DEF se află la intersecţia dreptelor A,Az, C,C2 , B,Bz În planul a, deci unic 

determinat. 
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GEOMETRIE ŞI TRIGONOMETRIE 

(clasa a X-a) 

1) Să se arate că un poligon convex nu poate avea mai mult de trei Illlghiuri ascuţite. 

Soluţie: 

Fie Al, k,' .. A" vîrfurile poligonului convex. Să 

presupunem că are 4 unghiuri ascuţite. Vîrfurile 

acestor unghiuri formează un patrulater convex 

AIAkAmA". Deoarece poligonul este convex, seg­

mentele IAIAki, IAkAmI, IA",A"I, IA"AI se află în 

interiorul poligonului iniţial. Obţinem că unghi­

urile patrulaterului sînt ascuţite, ceeace este absurd, 

deoarece suma lor este 360° . 

Solutia 2. Presupunem că AIAkAmA" este un poligon convex, cu toate unghiurile ascuţite 

* suma Illlghiurilor exterioare este mai mare decît 360°, ceeace este absurd (suma măsurilor 

unghiurilor exterioare unui poligon convex este 360°). 

2) Fie ABC un trillllghi. Să se găsească locul geometric al punctelotr M E (ABC), pentru 

care o-[ABMj = o-[ACM]. 

Soluţie: 
A 

c 

Fie IAA'I mediana din A şi CQJ..AA', BP .1.AA' 

!::.BA'P == CA'Q pentru că 

1 
P BC == BCQ alterne interne 

PA' B == C A'Q opuse la vîrf 

IBA'I == iA'CI 

* IIBPII 

CQ.1.AA' 

IIQCII şi prin construcţie BP .1.A.4', 

Locul geometric căutat este mediana IAA'I. Într-

adevăr, pentru oricare M E IAA'I avem (j [ABM] = 

o- [ACM] 
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pentru că triunghiurile ABM şi ACM au a. latură comună IAMI şi înăl\Îme corespunzătoare 

acestei comune egale IIBPII = I!QCiI 

Reciproc: Dacă u[ABM] = u[ACM] să demonstrăm că M E IAA'i. Într-adevăr: u[ABM] = 
= u[ACM] ~ d(B,AM) = d(C,AM), deoarece IAMllatură comună, d(B,AM) = IIBPli şi 

d( C, AM) = IICQII şi ambele sînt perpendiculare pe AM ~ PBQC paralelogra.m punctele P, 

M, Q sînt coliniare (P, Q picioarele perpendicularelor din B şi C pe AM). 

În paralelogra.mul PBQC avem IPQI şi IBCI diagonale ~ AM trece prin mijlocului IBCI 

deci M E iAA'1 mediana din A. 

3) Se dă un patrulater convex ABC D. Să se afle locul geomet.ric al punctelor M Eint.ABC D 

pentru care u[MBCD] = u[MBAD]. 

Solut~e: 
A 

Fie O mijlocul diagonalei lACI ~ ilAOj! = HOCI! 

u[AOD] = u[COD] (1) 

v { IIAOI! = HOCII 
pentru ca 

1I0D'11 înălţime comună 

u[AOB] = u[COB] (2) 

a.cel~i motive; adunăm (1) şi (2) => 

c ".[ADOB] = u[DCBO] (3) 

deci O este un punct al locului căutat. 

Construim prin O o paralelă la BD pînă taie laturile IBCI şi IDCI în P respectiv Q. Locul 

geometric căuta.t este IPQ!. 

Într-adevăr ("ţi) M E IPQI avem: 

u[M BAD] = u[ABD] + u[BDM] = ".[ABD] + u[BOD] = u[ABOD]. 

".[BDO] = u[BDM] pentru că M şi Q E unei paralele la BD. 
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iar a[BCD.1\1] = a[PQC] + a[PMB] + a[MQD] = a[PQC] + a[PBO] + a[OMB] + 

a[MQD] ~ 

arOMB] = a[OMDJ (B, DE unei paralele la OM 

~ a[PQCJ + a[PBO] + a[OMD] + a[MQD] = a[OBCD] 

alM BAD] = a[ABODj ) 

Deci şi a[BCDM] = a[OBCD]" =} a[MBAD] = a[BCDM]. 

şi din (3) 

Reciproc: Dacă a[MBCD] = a[MBAD] să demonstrăm că M E paralelei prin O la BD. 

Într-adevăr: 

a[BCDM] = a[MBAD] } 
=} a[MBCD] = a[MBAD] = 

şi cum a[BCDM] +a[MBAD] = a[ABCD] 

a[A~CD] (1) dar şi a[ABOD] = a[OBCD] = a[A~CDl (2) 

Deci din (1) şi (2) =} a[ABMD] = a[ABOD] =} a[ABD] + a[BDO] a[ABD] + 

a[BDM] =} a[BDO] = a[BDM] =} M şi O se află pe o paralelă la BD. 

4) Să se determine o dreaptă MN, paralelă cu bazele unui trapez ABCD (M E IADI, NE 

IBCI) astfel încît diferenţa ariilor luj [ABNM] şi [MNCD] să fie egală cu un număr dat. 

Soluţie: 

Notăm IIEAII = a şi IIEDII = b, IlEM!! = x 

a[EMN] x2 [MNCD] x2 
- b2 

a[EDC] = b2 =} a[EDC] = -b2- (2) 

a[EAB] al [ABCD] a2 - b2 

a[EDC] = b2 =} a[EDC] = -b2- (3) 
B 

D· (3) ăd (2) a[ABCD] - a[MNCD] = 
In se em . =} afEC D] 

a2 _ x2 a[ABNM] a2 _ x2 

= -b2- =} a[ECD] = -b2- (4) 

a,EDC] b2 =} ___ = 
Din (4) scădem (2) =} a[ABN~] - a[M NC D] = a2 

- xl - x
2 

- b2 } k 

din ipoteza a[ABNM] - a[MNCD] = k a[EDC] 
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a2 + b2 - 2x2 _ ~ _ 2 _ b2 _ -2 2 2 _ (a2 + b2)<7[ECD)- k~ 
b2 -=? o-[ECD] a - x =? x - o-[ECD) 

Din relaţia (3) notînd o-[ABCD)- 5 =? o-[EC D) = a25~2b2 

Înlocuind aceasta în relaţia lui x 2 obţinem: 

a2 _ b2 (a2 + b2 )s _ k(a2 _ b2 ) 
x2 = a2 

4- b2 _ kb2-- =? x2 = ~ 
'5b2 5-

=? x = 5 =? IIEMII = J(s - k)a
2

; (5 + k)b2 şi ţinînd seama de 
2 (8 - k)a2 + (s + kW ) 

x=ltEM 
faptul că ItEMII = ItDM!I + b 

./(s - k)a2 4- (5 + k)b2 
avem ItDMIt = V - S deci avem poziţia punctului M pe segment IDA! 

(era însă suficient şi calcularea distanţei IIEMI!). 

) P 1 ·1 "ABC· 1 D E F r l' ,ltBDU liCEU tlAFII 
5 e atun e '-"' se iau puncte e , , astre mClt ItDCI! = 'IEAII = FBII = 2. 

Să se afle raportul ariilor triunghiulor DEF şi ABC. 

Soluţie: 

A 

c 

Bazîndu-ne pe proprietăţile: 

Se observă din const"rucţie că EQ II AB il RD 

mai mult, acestea sînt paralele echidistante. Ana­

log EQ, PD, AC şi AB, EQ, RD sînt de asemerrea 

paralele echidistante 

(ItAPIt = ItPFiI = IiFBIt; IiAEIi = :iERil = IIRGIJ, 

I!BQtI= ItQDII = IIDC!I)-

Notăm o-[BFQ) = 5. 

- două triunghiuri au arii egale dacă au baze egale şi aceeaşi înălţime; 

- două triunghiuri au arii egale dacă au aceeaşi bază şi al treilea vîrf pe o paralelă la bază. 

Avem: 

o-[ABC) = o-[AF E) + o-[F ER] + o-[F BO) + o-[F RD) + o-[DRC) = 95 
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u[F EL] = u[F ER] - u[ELR] = 28 - u[ELR] } prin ~ ... r. 
u[FDL] = u[FRD]-u[RLD] = 28 -q[RLD] 

=> u[DEF] = 48 - (u[ELR] + u[RLD]) = 48 - 8 = 38. 
D i u[DEF] = 38 = ~ 

ec q[ABC] 98 3 

(eventual pot fi aranjate ariile 8). 

6) Se consideră un triunghi ecllilateral ABC şi discul [C (0, i)] unde O este ortocentrul 

triunghiului şi a = IIABII. Să se determine aria [ABC]- [C (O, i)]. 
Soluţie: 

1i0BM = ay'3 (BB' mediană) 
6 

În !::.MOB': 

ay'3 
- -6- y'3 - 7r 

cos MOB' = Ţ ="""2 => jJ(MOB' = 6· 
3 

- 7r Deci jJ(MON) = 3". 

Notăm cu E suprafaţa din disc limitată de o latură a triunghiului în exteriorul triunghiului. 

7ra2 a2 7ra2 a2 y'3 a2 

u[E] = u[sector circular MONl - u[MON] = - - - sin 60° = - - -- = _. 
, 9 . 6 9 . 2. 9 . 6 4 . 9 18 

·(i- v;). 
Dacă prin aria discului vom scădea de 3 ori u[E] vom afla aria porţiunii din disc din int. 

ABC. Deci aria suprafeţei din disc din int. ABC este: 

7ra2 
a

2 (1!" J3) 1!"a
2 

1!"a
2

, a
2 J3 1!"a

2
. a

2J3 . "" . " A - - 3- - - - =- - - .... -- = - + --o Aria cautata se obţme scazmd 
9 18 3 2 9 18' 12 18 12 

din u[ABC], aria calculată. . 

. a2 y'3 1!"a2 2a2 J3 2a2 y'3 7ra2 a2J3 7ra2 a2 

DecI -4- -18 - ---u- = ---u- -18 = -6- -18 = 18(3V3 -1!"). 

7) Să se arate că în orice triunghi ABC avem: 

b2+C2 
a) 1 +cosAcos(B-C) = 4ifl 
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b) (b2 + 2 = a2
) tg A = 4S 

b+c sin(~+C) 
c) ~ = sin(A+ B) 

ccos"2 

A B 
d) p = r( ctg"2 + ctg"2 + ctgC2) 

A B C p 
e) ctg"2. ctg"2. ctg"2 = ;: 

Soluţie: 
. b2 +2 

a) 1 + cos A . cos(B - C) = 4Jl2 

1 + cos Acos(B - C) = 1 + cos[1I" - (C + B)J cos(B - C) = 1 - .cos(B + C)· cos(B - C) = 

1- i[COS2B + cos2C] = 1 - ~[2ca? B -1 + 2 cos' C -IJ = 2 - cos' B - cos2 C = sin' B+ 

• 2 Cdin T. oi. b2 C' IT + 2 
+ sm = 4Jl2 + 4Jl2 = 4Jl2 . 

b) (IT + 2 - a') tg A = 45 

Soluţie: 

Sd O"A 4S e emonstreaza ca tg = b2 + el _ a2 

. A A 2 (P(P-u)(P-b)(P-c) 
sin A 2Sill"2 COS "2 _ V (bc)' _ 25 _ 

tg A = -cos-A- = 2 cos' ~ -1 - P(P - a) - (2P(P - a) - bc) -
• 2-bc-- - 1 bc bc 

2S 2S 

4S 45 
ab + ac - a2 + b2 + bc - ba + bc + el - ac - 2bc - b2 + el - a2 • 

d) Să demonstrăm că ctg~ + ctg ~ + ctgC2 = ~. 
Soluţie: 

Într-adevăr 

A B CAB C 
ctg "2 + ctg "2 + ctg "2 = ctg "2 . ctg "2 . ctg "2 = 

149 

p(p - a) 
(p-b)(P-c) 

Probleme de geometrie și trigonometrie, compilate și rezolvate, ediția a II-a

151



I P(p-b) 
. ~ (p-a)(p-e)' 

p(p - e) I p(p - a)(p - b)(p ~ e) p' S=pr p' p 
(p-a)(p-b) =p~ (p-a)'(p-b)2(p-e)2 = 5 = pr =; . 

Rămîne acum să demonstrăm că: 

A B C.A B C· 
ctg "2 + ctg "2 + ctg "2 = ctg "2 . ctg "2 . ctg "2 {==} Intr-adevăr 

A B 
1 1 A + B _ 1 A + B tg "2 + tg "2 

--X + ----s + tg -2~ - A B . tg -2- ~ A B + 
tg "2 tg "2 tg "2 . tg "2 tg "2 . tg "2 

A B A B 
tg "2 + tg"2 _ tg "2 + tg "2 1 

+ A B- A B A B{==} A B+ A B= 
1 - tg "2 . tg "2 tg "2 . tg"2 1 - tg "2 . tg "2 tg "2 . tg "2 1 - tg "2 . tg "2 

A B A B 
1 1 - tg "2 . tg "2 + tg "2 . tg "2 

A B A B{==} A B A B 
tg "2 . tg "2 . (1 - tg "2 . tg "2) tg "2 . tg "2' (1 - tg "2 . tg "2) 

1 
= A B A B '(a) 

tg"2' tg"2' (1- tg"2' tg"2) 

q.e.d. 

. (A C· . (A C) 
b + e sm "2 + ) A+B=".-C b + e sm "2 + 

c) --- = ==> --- - ==> 
2ccos ~ sineA + B) A - sin C 

2 2ccos"2 

b + e sin A2 cos C + sin C cos ~ . . A A 
==>--A-= . C 2 ==>(b+c)smC=2Csm-cos-cosC+ 

~cos- = 2 2 
2 

2csin C cos' 4 ==> (b+ e) sin C = csin A cos C + 2csin C cos2 4 şi 
2 2

A 
a b c ac 2 cos "2 

sinA = sinB = sinC =2R==>(b+c)2kcosC = 2R ==> 

, A a2 + ~ - 2 . p(p - a) 
==>b+c=acosC+2cos "2==>b+c=a 2ab +2c-

bc
--==>b+c= 

a'+b2 2 2p(p a) 
= 2b- + b- ==>2b2+2bc=a2 +b2-c2+(a+b+c)(c+b-a)==> 

==> Toţi termenii se reduc. 

8) Dacă H este ortocentrul triunghiului ABC, să se ara.te că: 
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a) IIAHII = 2RcosA; 

b) aliAHII + bllBHII + cliCHII = 4S. 

Soluţie: 

a) În triunghiul ABB'.: IIAB'I! = ccosA 

În /:::"AHB': cosHAB' = IIAB'II : IIAHII ~ IIAHI\ = 

IJAH' IIAB'II ccosA T . .,n ccosA 
= cosHAB' = (7r ) = sinC -C- = 

cos 2" - c 2R 

= 2RcosA ~ IIAHil = 2RcosA. 

b) aliAHIi + bllBHII +cIlCHI! = 2R(acosA+bcosB +ccosC) T~n 4R2 (sinAcosA+ 

+sinBcos B + sin Ccos C) = 2R2 (sin2A + sin2B + sin2C). 

Am folosit: sin 2A + sin 2B + sin 2C = 4 sin A sin B sin C. 

sin2A + sin2B + sin 2C = 2sin(A + B),cos(A - B) + 2sinCcosC = 
sine 

= 2 sin C[cos(A - B) - cos(A + B)] = 2 sin C· 2 sin AsinB = 4 sin A sin B sin C. 

9) Dacă ° este centrul cercului circumscris triungiului ABC iar I este centrul cercului 

înscris, să se arate că 1/01112 = R(R - 2r). 

Soluţie: 
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Folosind puterea punctului 1 faţă de cercul C( O, R) 

=? IIIGi/-IlIFIi = IiAIII-IIIDII (1) 

dar IIIGII - IIIFII = (R - II0III)(IiR + II0IIil =? 

IIIGII-IiIFii = R2 -110111 2
_ 

Ţinind seama de (1) avem III AII-IIIDII = R21i0I!:2 

Calculăm acuma distanţeie ItIA!! §i IIIDI! 

D 
În triunghiul .61 AP 

r 
iII A II = -:--:4 

Slll :r 
(2) 

Calculăm şi pe IiID11: 
j.L(BID) = p(DBI) au acffi§i măsură, mai precis: 

p(BID) = m(BD) + m(AQ) = m(Â) + m(B) 
2 2 

m (D~Q) = m(DBI) Deci ilIDl1 = IIBDII- (3) 

În .6ABD cu teorena sinusilor avem: 

II~~I = 2R =? l!BDii = 2Rsin ~_ Deci ţinind seama de (3) 
Sln-

2 

!iIDI! = 2Rsin ~_ (4) 

Revenind în relaţia I!IAII-I!IDII = R2 -111011 2 cu (2) §i (4) avem: _ r A - 2Rsin ~= 
s1ll2 

R2 -1I1O!!2 =? 111011 2 = R2 
- 2Rr =? iilOI12 = R(R - 2r)_ 

10) S• o • - - hi ABC 2 B - C 2r a se arate ca m once tnung avem: cos -2-?' li' 

Soluţie: 

A _ B _ C _ A B-C B+C 
r = 4Rsin-sm -Slll- =? r = 2Rsm-(cos -- - cos--) =? 

222 22,2 

sint 
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2R' A B - C 2R' 2 A 2R' 2 AR' B B - C r= sln2'cos-2-- Sin 2'* Sin 2'-2 sln2'.cos-2-+r~O * 

* l::,. > O * 4R2 cos2 B - C _ 8Rr > O * ~ cos2 B - C _ 2Rr > O * cos' B - C > 2r 
- 2 - 2 - 2-R 

" R.ămî 000 o.A.B.C r 
• ota. ne sa aratam ca Sin 2' Sin 2' Sin 2' = 4R' 

Într-adevăr: 

sin ~ sin ~ sin ~ = f(p - b)(P - c) . (p - a)(p - c) . (p - a)(p - b) = 
22 2V bc ac ab 

p(p - a)(p - b)(P - c) :.-::0:;-;;:' ~ = L = ..:.. 
pabc p4RS p4R 4R 

11) Să se calculeze z" -+ 2. ştiind că. Z + ~ = 2 sin a 
z" Z 

Soluţie: 

1.. sin±vsin2a-l 
Z + - = 2slna * z2 - 2(slna)z + 1 = O * Z,2 = ---:----

Z '1 

* ZI,2 = sin a ± V- cos2 a * z1,2 = sin a ± i cos a 

Z, = sin a + i cos a 
Deci 

Z2 = sin a - icosa = Zl 

Calculăm pentru Z, şi Z2: 

nI" ( 1 )" " n d ... 1. .. val . t . z, + - = z, + - = ZI + z2' ect Z + - la aceiaşi oare ŞI pen ru Zi' ŞI pentru Z2 
~ ~ ~ 

şi este suficient să calculăm pentru ZI' 

n 1 (' ')" 1 ! (11' ) .. (11' )1 z, + - = Sin a + t cos a + ( . . ) = cos - - a +, Sin -2 - a + zI' slna+tcosa 2 

+ C ) 1. (11' ) " =cos[nG-a)l+isin[nG-a)l+ 
[cos --a +tSIn --a 1 

2 2 

+cos[n G - a )1- isin[n G - a)l = 2cos[n G -a)J "";lor 2 cos (na _ a;). 

Analog z; + -z; = 2cos[n (a - i)l. 
12) Să se rezolve ecuaţia: (z + 1)" - (z - It = O 

Soluţie: 
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(
z + l)n (z+lt-(z- l t=a=>(z+1)"=(z-1t=> _0- =l=> 
z-l 

z + 1 .r. z + 1 2k7r. . 2kr. 
=>--= v1=>--=cos-+tsm-=> 

z-l z-1 n n 

( 
2hr .. 2h) (2k7r 2k7r) => z + 1 = cos -;;:- + t sm -;;:- z - cos -;;:- + i sin -;;:- => 

=> (cos 2:7r + i sin 2:7r _ 1) z = (1+ cos 2:7r + i sin ~7r) => 

( 

• 2 k7r .. k7r k7F) 2 k7r k7r k7r 
=> -2sm -+2xsm-cos- z=2cos -+2isin-cos-=> 

n n n n n n 

2cos- Cos-+lsm-k7r ( k7r .. k7r) 
n n n 

=> z = k k- k o = (înlocuim -1 cu i2 ia numitor) 
-2sin2 ~ -+- 2isin ---.: cos-.!!... 

n' n n 

k7r ( k7r . k7r) 2cos- cos-+ism-
n n n cos krr i kr. . krr 

= .. k7r ( k7r .. k7r) = ~ = i2 ctg -;;: = -, ctg -;;:. 
2.sm- cos-+Ism- ,sm-

n n n n . 

13) Să se demonstreze că dacă izl < ~, atunci !(1 + i)Z3 + izl < ~. 

Solutie: 

Într-adevăr: 

11+~=2 ;p. 1 1 1 1 3 3 
I'~' 21 z31 + Izl ~ 2 . 8" + 2 = 4 + 2 = 4 => 1(1 + i)Z3 + iz! S; 4' 

14) Se dau drepteie d §i d'. Să se arate că prin fiecare punct al spaţiului trece o dreaptă 

perpendiculară pe d §i d'. 

Soluţie: 
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, 
, 

~ 
Construim cdd şi A E a. Planul /li astfel construit 

este unic. Analog construim {3.Ld' şi A. E {3, /li n {3 = 

=a 3A. 

Din a.Ld => d.La 

Din {3.Ld' => d' .La 
} => a este o dreaptă ce trece prin 

A şi este perpendicul~ă şi pe d şi pe d'. Dreapta. a 

este unică, deoarece a şi {3 construite ca mai sus sînt 

unice. 

15) Se dau dreptele d.şi d' nesitl:late în acelaşi paln şi puncteie A E d, B E d'. Să se afle 

locul geometric al punctelor ,'\4. pentru Care: 

Construim planul a astfel încît A E a şi d.La. 

Construim plabul {3 astfel încît B E {3 şi r/ .L{3. 

Plane!e a şi {3 astfel construite sînt unice. Fie 

a = anf3 => a C a deci (II) MEa are propri­

etatea prdM = A. 

aC {3 => (II) MEa are proprietatea prd,M = B. 

Reciproc. Dacă în spaţiu există un punct M astfel încît prdM 

=> MEa şi M E {3 => M E an{3 =} MEa. 

B=> 

(a şi f3 construite anterior) 

16) Să se găsească locul geometric al punctelor din interiorul umil triedru iJ;C egal depărtate 

de muchiile lui a, b, c. 

Solutie: 
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o 
Fie A E a, B E b, CEc astfel Încît !l0AII = 

= HOBI! = IIOCJI· Triunghiurile OAB, OBC, OAC 

sunt isoscele. Planele mediatoa.re ale segmentelor 

!lABII, IIACJI, IIBC!! trec prin ° şi O' (centrul cer­

cului circumscris triunghiului ABC). Semidreapta 

100'1 este locul geometric căutat. 

Într-adevăr (TI) M E 100'1 ~ M E palnului mediator 

JIC----~----""c al segmentelor IABI, lACI şi IBCI ~ M este egal 

depărtat de a, b şi c. 

Reciproc: (\1') M cu proprietatea.: d(M,a) = d(M,b) = d(M,c) ~ M E palnul mediator, 

planelor mediatoare ale segmentelor IABI, lAC!, IBC: ~ M E intersecţiei acestor plane ~ 

~M E 100'1. 

17) Să se construiască o dreptă care să intersecteze două drepte date şi să fie perpendiculară 

pe altă dreaptă dată. 

Solutie: 
c 

Fie a, II, c cele 3 drepte din spaţiu. 

1. Presupunem aj.. c şi bj.. c. Fie n un plan astfel 

Încît: 

anc= {C} 

ana = {A} şi nl.c 

anb={B} 

Construcţia este posibilă pentru că a.f.. c şi 1I.f.. c. Dreapta AB întîlneşte pe a pe p şi este 

perpendiculară pe c, deoarece AB C a şi c.l.a. 

II. Dacă a.l.c sau b.l.c, construcţia nu este mereu posibilă decît dacă planul p(a, b) este 

perpendicular pe c. 
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c 

a. 

III. Dacă a-Lc şi b.j.. c, construim planul er-Lc a.sUel 

încît a Cerşi beer # 0. 

Orice punct de pe dreapta a unit cu punctul bn er 

este o dreaptă căutată.. 

18) Fiind date punctele A şi B situate de a.ceea.§i parte a unui pa.ln, să se afle În acest plan 

punctul pentru care suma distanţelor sale la A şi B este minimă. 

Soluţie: 

B 

Se construieşte A' simetricul lui A faţă de er. A' şi 

B sînt în semispa.ţii ~puse, ernIA'B! = O. 

O este punctul căutat, deoarece II0Aii + flOBli = 

IIOA'II + IIOBII este minimă cînd O E iA'BI, deci 

punctul căutat este O = IA' BI ner. 

19) Printr-o dreaptă să se ducă un plan pe care proiecţiile a două drepte să fie paralele. 

Soluţie: 

Fie a, b, d cele 3 drepte date şi prin d să construim un plan în care a şi b să se proiecteze 
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după drepte paralele, 

Fie A un punct arbitrar pe a, Prin A construim dreapta b' il b. Din construcţie rezultă 

b II a, a = p(a,b'). 

Fie f3 astfel încît d c f3 şi f3 .l..a. 

Dreptele a şi b' se proiectează în f3 după aceeaşi dreaptă c. Dreapta b se proiectează în B 

după b1 şi b1 II c. 

Dacăb1 lYc =} snb,. = {N} =} anp(b,b,.) f 12 =} bna f 0, absurd pentru căb II a(b II b'). 

20) Se consideră un tetraedru [ABCD] şi centrele de greutate L, M, N ale triunghiurilor 

BCD, CAD, ABD. 

a) Să se arate că (ABC) II (LMN); 

b\ S" ai! 1 q[ABCj 
J a se e raportu o-[LMN)" 

Soluţie: 
1) 

M centru de greutate în 6AC D =} 

IMDI_
2 

=} IMPI - (1) 

N centru de greutate în 6ABD =} 

INDI 
=} iNQi = 2 (2) 

L centru de greutate în 6BC D =} 

ILDI_2 
=} iLSI - (3) 

Din 1 şi 2 =} M IV II PQ } 
=} (LMN) I! (PQS) = (ABC) =} (LMN) li (ABC). 

Din 2 şi 3 =} M L I! QS 

q[SPQ] sI. " 
q[ABC] = 4s = 4" (dm faptul ca q[AQP] = q[PQS] = q[QBS] = q[PSC] = s). 

Deci q[ABC] = ~ . ~ = 9. 
q[LM2Vj 1 4 

22) Se consideră un cub [ABCDA'B'C'D']. Punctul A se ppoiectează pe A'B, A'C, .4'D 

respectiv în Al, A2, A3. Să se arate că: 
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c) AA,A2A3 este unpatrulater inscriptibil. 

Soluţie: 

c 

C' D' 

1. BD..L(A.4'Q din ipoteză ABC:DA'B'C'D cub (1) 

A, mijlocul segmentului IBA'! 1 
(ABA') isoscel şi AA1..LBA' =} IA,A311ayură mijlocie în l::,.A' BD =} A,A3 li BD. (2) 

As mijlocul lui IA' Dj 

Din (lj şi (2) =} A,A3 ..L(AA'C) =} A'C..LAj A3 (3) 

Din l::,.ACA'. 'IAA (1 = !iAq 'IIAA'II = a~ = ay'6 
I 2, liNCI! avIJ 3 

D· /\ BA' I'AA II a
2 

a
2
J2 al II A A_II aJ2l, In LlA : il j = aJ2 = -2-; an OS .<L'131 = T!' 

În l::,.ACA' : llAA'II2 = !iA'A21!' I!A'CI! =} a2 = IIA'A2 11 . avIJ =} !lA'A211 

HA'AII! = navlzll. 
2 
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A'C..L(A1A2A3) } 
Cum => AIA2A3A coplanare => AIA2AsA patrulater cu un-

A'C ..LA2A (prin constr.) 

ghiurile opuse ~ ~i A; drepte => A,A2A3A patrulater inscriptibil. 

29) Se consideră triunghiurile dreptunghice BAC şi ABD(m(BAC)) = m«ABD) = 90°) 

situate în plane perependiculare M şi N fiind mijloacele segmnetelor [AB), [GD]. Să se arate 

căMN..LCD. 

Soluţie: 

D 

B 

Concluzia este adevărată numai dacă IIBDU = /lACI! adică b = c 

IINGIl = Ja
2 

+: + c2; IIMGI! = Vb2 + ~; !IMN!! = b
2

; 2 

(cu teorema medianei ? b.DMG). 

MN..LDG dacă IIMCI1 2 = IIMNII2 + IiNCII 2 
{?- a

2 

+ ~ +2 + ~ :2 = b2 + ~ => a2 + 2b2 + 

+2c2 = 4b2 + a2 => c2 = b2 => b = c. 

30) Să se demonstreze că semiplanul bisector al unui unghi diedru Într-un tetraedr, împarte 

muchia opusă în segmente proporţionale cu ariile feţelor alăturate. 

Soluţie: 
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j) 

B~-------------------=~~ 
C 

plan bisector 

DD' J..(ABE) = b } '* D'D1J..AB 1 
DDJ..AB , '* D,D'IIC,C'II· 
CC'J..(ABE) } '* C'C,J..ABcnm C',C},D',D1 
G~J..AB . 

m(DD1lY) = m(G'GIG) = x(b semiplan bisector) 

În triun hiul DD D': smx = IIDDdl I.IDD'II = IICC'II !lDD'1! = JiDDdl 
. II DD' il ) 

g l . _ IIGG'II '* ItDD,j1 IIGGdl '* IIGG'li IICCIF '* 
smx - !lGC, !! 

IIDD'I! u[ABD] 
'* IICC'II = ;;:rABC] (1) 

V l 1 - 3 IlDD'11 v[ABED' 
rABED1- u[ABE]'IIDD'il 1 

v[ABEC] = o-[ABE~'IICC'II '* IICC'II = v[ABEC] (2) 

dar 

.i - u[DEG] . deA, (DEC)) 1 
v,ABED] - 3 v[ABED] u[BDE] IIDEII . d(B, DC) 

v[ABEC] = u[BEC]· deA, (DBG)) '* v[ABEC] = urBEC] = IIEGI!' d(B, DC) = 
3 . 
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_ IIDEII !V[ABED)! _ IIDEI! 
- !lEGII ~ v[ABEC)I- IIEG!i 

(3) 

. u[ABD) IIDEI! 
Dm 1,2, 3 ~ u[ABG = IIEGII c. t. d. 

31) Fie A un virf al unui tetraedru regulat şi P, Q două puncte pe suprafaţa lui. Să se arate 

că m(PAQ) ~ 60°. 

Soluţie: 

A 
Tetraedrul fiiind regulat ~ IIABI! 
flBDII=1 

IIGP'I!=I! 

IIGQ'II =12 

- _ ,-- , _ IlAQ'W + IIAP'1I2 -IIQ'P'1I2 > ." : ,1 
cosQAP - cos(Q AP) - 21IAQ'II'IiAP'11 _ maJora.m num,toru. ~ 

~ 12 + I~ -1/2 + [2 ;1!11 -I~ -I~ + 1112 r + 12 -1/1 - 112 + /112 1 + (1- h)(l-l,) > 1 
212 2 212 -2~ 

- 1 -
~ cosQAP ~ 2 ~ m(QAP) ~ 60°. 

Dacă unul din punctele P sau Q se află pe faţa GBD problema este evidentă. 

32) Să. se arate că. suma măsurilor unghiurilor diedre ale unui tetraedru este mai mare decît 

360°. 

Soluţie: 

163-2 

Considerăm triedrul Oxyz demonstrăm că. suma măsurilor diedrelor 

acestui triedru, este mai mare decît 360°. Într-adevăr: fie 100' 

bisectoarea interioară triedrului Oxyz (1000' intersecţia planelor 

bisectoare ale celor 3 diedre) ... ? triedrului în A,B,G. 

Mărimea fiecărui diedru cu muchiile ax, uy, oz este mai mare decît mărimile unghiurilor 

corespunzătoare f.,ABG suma măsurilor unghiurilor diedre ale triedrului Oxyz este mai mare 

decît 180°. 
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a.Loz 
Fie (a,b) pl. J.- pe oz în C; dar iC A şi IC B sunt în acela.§i senuspaţiu faţă de 

b.Loz 

(ab) => m(C) < m(~). 

Fie în tetraedrul ABC D, a" a2, a3, a4, as şI a.; cele 6 unghiuri diedre fonnate de feţele 

tetraedrul ui. 

m( al + a2 + a3) > 180 1 
m(al)'" m(a3) + m(a.;) > 180 

Conform inegalităţii stabilite anterior. 
m(0:2) + m(a4) + m(as) > 180 

m(a..) + m(as) + m(as) > 180 

2(m(al) + m(a2) + ... + m(a.;» > 4 ·180 => m(al) + ... + m(as) > 3600
• 

33) Să se consideră dreptele pla.nele dl , d2 conţinute într-un plan a şi o dreaptă AB care 

intersectează planul o: în punctul C. O dreaptă variabilă, inclusă în a şi trecînd prin C toate 

d
"

d2 respectiv în MN. Să se afle locul geometric al intersecţie AM n BN. În ce caz locul 

geometric este mulţimea vidă. 

Soluţie 

a 

d, 

Notăm cu a intersecţia planelor (A,d1 ) şi (B,d2 ). Deci 

(A,dl ) n (B,d2 ) = a. 
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Fie b o dreaptă variabilă ce trece prin C şi conţinută în o, care taie pe d, şi d2 În 1'.1 respectiv 

N. Avem: MA C (A,d, ) MA n N B = P(MA şi NB se intersectează deoarece sînt conţinute 

În planul determinat de (AM,b)). 

Deci P E (Ad, ) şi P E (Bd2 ) :;. P E a deci P descrie dreapta a intersecţia planelor (A, d1 ) 

şi (B,d2 ). Reciproc: fie Q E a 

În planul (A,d1): QA n d1 = M'. 

În planul (B,d2 ) : QB n d2 = N'. 

Drepte N' M' şi AB sînt coplanare (ambele se află în planul (Q, A, B)). Dar cum 1'.1' N' C n 

şi AB are doar punctul C comun cu o :;. M' N' n AB = C. 

Deci M' N' trece prin C. Dacă planele (AA) şi (B, d2 ) sînt paralele locul geometric este 

mulţimea vidă. 

34) Un plan n intersectează laturile [AB], [BC], [C DJ, [DA] ale unui tetraedru {ABC D] Îm 

punctele L, 1'.1, N, P. Să se demonstreze că: 

IIALII·IIBMII·IICNI!- i!PDII = IIBLII·IICMII·t!DNII· !IAP!! a 

Solutie: Caz particular. Dacă planul (LMNP)i!BD a'Jem: 

A 

B~--------~----~C' 
Reamintim teorema:· Dacă un plan I intersectează 

două plane o şi f3 a.Î. O'lln n f3 :;. b n o)lIb n 

,8)11(0 n ,8). Dacă planul (LM NP)IIBD avem: 

IILA!i - IILBII ' . I = ' . 1 LPIIMNIIBD:;. IIAPII - IIPDII :;.IILAII ,!PDII dAPII IILBII :;. 

M "I'B IINC[I HjVDiI IIBMI' il "CII-IIN'DII IIMCI' 
1V I D:;. IiMCII = liMBII:;' . l' ,il - . ! 

:;.IIALII·IIBMII·IICNI! ·I!DPJj = IIBLII·IICMII·IIDNII·IIAPII· 

o ., i!PDII . IIALII IILBII 
Daca (LMNPl;lAC avem: LMIIPNIIAC:;. IIDN!I Şl IIMCII = IIBMII :;. 
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{ 
IiCNII·IIDPII = !lDNil·IIAPi! . 

=} =} relaţia a 
IIALII·IiBMII = IIBLII·IICMI! 

Solutie: 

Fie A',B',C', D' proiecţiile punctelor A,B,C,D în planul (MNPL). 

De ex. punctele B', L, A' sînt coliniare în planul (LPMN) deoarece se găsesc pe proiecţia 

dreptei AB în acest plan . 

.0.ALA' _ .0.BLB'(U U) =} IiALII = IlAA'II. 
, HLBII BB' 

. I!PDII !IDD'I!. I!CNII IICC'II. II B MII llBB'1I 
Analog obţmem: IIAPII = IIAA'II' liN DII = IIDLYII' UMC!! = IICC'II· 

Prin înmulţirea celor 4 relaţii =} 

HALlf . IIPDII·IICNI!·IIBMII .. 
IILB" .IIAPII .IIDNII.IIMCII = 1 =} relaţia (a) din d 

35) Dintr-un punct A exterior unui plan a se duce perpendiculara AO ° E a §Î se iau 

B,C E Q. Fie H,HI respectiv ortocentrele triunghiurilor ABC,OBC; AD şi BE înălţimi în 

triunghiul ABC, iar BEI înălţime în triunghiul OBC. Si se arate: 

a) HHIJ..(ABC) 
b) IIOA!i . lI DH,l1 . IIBEII = 1 

IIADII iiH,BII iiEEtii 
Soluţie: 

A 

i 

M-Mijlocullui IBCI· 

36) Se dă un tetraedru [ABCD] în care ABJ..CD şi ACJ..BD. 

Si se arate: 
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a) liABil' + IIC DII2 = 

BCI1 2 + IIADW = IICAi12 + iIBD!i 2 

b) mijloacele celor 6 muchii se află pe o sferă. 

Soluţie: 

D 

(1) AB.LCD (ipoteză). 

DH .L(ABC) =} DH .LAb =} AB.LDH (2) 

Din 1 §i 2 =} AB.L(CDH) =} AB.LCH =} CH 

înălţime în .6ABC a 

AC.LBD (3) 

DH.l(ABC) =} DH.LAC =} AC.lDH (4) 

Din 3 şi 4 =} AC.L(BDH) =} AC.lBH=} BH înălţime în .6ABC b 

Din a §i b =} H ortocentrul .6ABC. Fie C, punctul diametral opus lui C în cercul 

C(ABC)CC1 diametru =} m(C,BC) = 90° dar şi AH .lBC =} AHIIBC, . Analog Bl11lC,A 

deci AH BC, paralelogram, avem astfel: 

IIAHli 2 + IIBGII 2 = IjBC,II' + I!BCil2 = IICC,II' = (2R)2 analog 

IIBHII2 -+-IIAC!;2 = (2R)2 (IIBHII = IIAB,lIlB, diametral opus lui B 

IICHI1 2 + IIABil 2 = (2R)2 (jiCHl! = !iBA,II) 

liAHli2 = ilADI12 -IIDHII2 ) 
dar DH .L(ABC) =} IIBHil' = .!iBD!12 -IlDHII2 înlocuind sus avem: 

liCHi!' = ilDCII 2 -IIDHI12 

!iAD112 + jiBGII2 = (2R)2 + IIDHI12 

iiBDII' + IIAGII' = (2R)2 + IiDHil 2 

!IDGII 2 + HABII' = (2R)2 + IIDHI12 c.t.d. 

Fie N,M,Q, P, S, R mijloacele muchiilor. Patrulaterului NMQP pentru că: 

NMilCDIIPQ (linii mijlocii) ) 

QMIIABIIPN - -11- - =} MNQP dreptunghi INQi n IPMI = {O}. 

dar CD.LAB 

Analog M S P R dreptunghi cu I M PI diagonală comună cu a primul dreptunghi deci cele 6 

puncte sînt egal depărtate de "O" mijlocul diagonalelor în cele două dreptunghiuri =} cele 6 
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puncte sînt pe o sferă. 

37) Se dă o prismă triunghiulară [ABCA'B'C'J care are feţele laterale pătrate. Fie M un 

punct mobil pe [AB1, N proiectia lui AI pe (BCC') şi A" mijlocul lui [B'C']. Să se arate că 

A'N şi MA" se intersectează Într-un punct P şi să se afle locul geometric a lui P. 

Soluţie: 

A~' "==='=-+-!'+-:W-+---:::"c' 

~~ c 

Fie M arbitrar M E IABl 

M arbitrar pe IAB'I 

N = pr(Bcc,)M 

A" mijlocul segmentului [B'C'] 

Cînd M = B', punctul P ocupă pozi~ia B'. 

Cînd M = A, punctul P ocupă poziţia {PI} 

[A'A,] n [AA'1 

(A' A" AIA dreptunghi, deci PI este intersecţia diag­

onalelor dreptunghiului) 

[Locul geometric este [B'PI ]]. 

N = pr(Bcc,)M E IAIB'I deoarece: (B'AAI)..L(B'CC'). 

Prin modul în care a fost construit AAI..LBC,AAI..LCC' ~ AAI..L(B'C'C) ~ ('i) plan ce 

conţine pe AAI este perpendicular pe (B'CC"), în particular (B'AAI)..L(B'C'C) 

(1) [B'PI ] C (B'A"A) 

(2) [B'PI ] C (A'B'AI ) 

pentrucă B', P E (B' AA") 

din acest motiv B', PI E (A'B'AI ) 

Din 1 şi 2 ~ B'PI = (A'B'AI)n(B'A"A) 

Fie {P} = IMA"I n IA'NI ) 

Cum !MA"I C (B'A"A) şi ~ P E (B'.4."A) n (A'B'.4.I ) ~ P E IB'PI ! 

1,4'NI c (A'B'AI ) . 
Deci ('i)M E !B'AI şi avem că IMA"I n IA'NI E IB'PI !. 
Reciproc. Fie P arbitrar, PE !B'Pt\ şi 

În planul (B'A"A): {M} = lB',41 n !A"P! 

În planul (B'A'At): {N} = IB'AII n IA'P! 

Trebuie să demonstrăm că ... ? 
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Într-adevăr: A'A"II(B'AA1 ) deci orice pla.n care trece prin A/A" va intersecta (B'AA1 ) 

după o dreaptă paralelă cu A/A". Deci MNIIA'A" sau MNIIAA, cum M E (B'AA,) =? 

M N 1.( B'CC'). 

Am dem. (V)M E IB'AI şi N = pr(B'CC') avem că {P} = IMA"I n IA/NI descrie [B'P,I şi 

reciproc, (V)P E IB'P,] există M E IB'AI şi N E IB'A,I astfel încît N = pr(B'c'c)M şi P est~ 

intersecţia. diagonalelor patrulaterului A/ N MA". 

38) Fie tetra.edrul [ABC D] şi G centru de greutate al triunghiului BC D. Să se arate că 

dacă M E AG atunci 

Solutie: 

A 

v[MGBC} = v[MGCD] = v[MGDB]. 

u[BCD· 
1 u[CDG] = u[BDG] = u[BCGl = -3-' 

rezultat cunoscut 

I 
v[MGCD] = u[GCD]d(~,(BCD)) 

3 v[MGDB] = u[BDGld(M,(BCD)) 
3 

v[MGBC] = u[BCG}d(M, (BCD» 
3 

Din 1 şi 3 =? v[MGCD] = v[MGDB) = v[MBC}. 
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39. Se consideră punctul M ∈ int. unui triedru tridreptunghic de vârf O. Să se ducă prin

M un plan care să intersecteze muchiile triedrului respectiv în punctele A, B, C, astfel 
încât M să fie ortocentrul triunghiului ABC.

Soluție:

Probleme de geometrie și trigonometrie, compilate și rezolvate, ediția a II-a

170

Probleme de geometrie și trigonometrie, compilate și rezolvate, ediția a II-a

170



40. O grămadă de nisip are drept baze două dreptunghiuri
situate în plane paralele şi feţele laterale trapeze. Să se 
găsească volumul grămezii cunoscând dimensiunile a’, b’ 
ale bazei mici, a, b ale bazei mari şi h distanţa dintre cele 
două baze. 

Soluţie: 

𝐴′𝑁 ⊥ 𝐴𝐷, 𝐵′𝑀 ⊥ 𝐵𝐶 
‖𝐵𝑀‖ =

𝑎−𝑎′

2
, ‖𝑃𝑀‖ =

𝑏−𝑏′

2

𝑣[𝐵𝑀𝑃𝑆𝐵′] =
𝑎 − 𝑎′

2
∙

𝑏 − 𝑏′

2
∙

ℎ

3

𝑣[𝑆𝑃𝑊𝑅𝐴′𝐵′] =
𝜎[𝑆𝑃𝐵′] ∙ ‖𝐵′𝐴′‖

3
=

𝑎 − 𝑎′

2
∙

ℎ

2
∙ 𝑏′

𝑣[𝐵′𝐴′𝑁𝑀𝐶′𝐷′𝐷1𝐶1] =
(𝑏 + 𝑏′)ℎ

2
∙ 𝑎′

𝑣[𝐴𝐵𝐴′𝐵′𝐶𝐷𝐶′𝐷′] = 2 [2 ∙
𝑎−𝑎′

2
∙

𝑏−𝑏′

2
∙

ℎ

3
+

𝑎−𝑎′

2
∙

ℎ

2
∙

𝑏′] + (
(𝑏+𝑏′)ℎ

2
) ∙ 𝑎′ =

ℎ

6
(2𝑎𝑏 − 2𝑎𝑏′ − 2𝑎′𝑏′ +

3𝑎𝑏′ − 3𝑎′𝑏′ + 3𝑎′𝑏 + 3𝑎′𝑏′) =
ℎ

6
[𝑎𝑏 + 𝑎′𝑏′ +

(𝑎 + 𝑎′)(𝑏 + 𝑏′)]. 
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41. Se dă un triunghi de piramidă de înălțime h și ariile
bazelor B și b. Se unește un punct oarecare al bazei mari 
cu vârfurile A, B, A’, B’ ale unei feţe laterale. Să se arate 

că 𝑣[𝑂𝐴′𝐵′𝐴] =
√𝑏

√𝐵
𝑣[𝑂𝐴𝐵𝐵′].

Soluţie: 

Se determină, pentru relaţia de mai sus, formula 
volumului trunchiului de piramidă. 

𝑣[𝑂𝐴𝐵𝐵′] =
𝐵 ∙ ℎ

2
𝑣[𝑂𝐴′𝐵′𝐴] = 𝑣[𝐴𝐵𝑂𝑂′𝐴′𝐵′] − 𝑣[𝐴𝐵𝐵′𝑂] −

𝑣[𝐴′𝐵′𝑂′𝑂] =
ℎ

3
(𝐵 + 𝑏 + √𝐵𝑏) −

𝐵ℎ

3
−

𝑏ℎ

3
=

ℎ

3
√𝑏𝐵.

Deci: 

𝑣[𝑂𝐴′𝐵′𝐴]

𝑣[𝐷𝐴𝐵𝐵′]
=

ℎ
3 √𝐵𝑏 ∙ √𝐵𝑏

𝐵ℎ
3 ∙ 𝐵

=
√𝑏

√𝐵
⟹ 𝑣[𝑂𝐴′𝐵′𝐴]

=
√𝑏

√𝐵
∙ 𝑣[𝑂𝐴𝐵𝐵′]
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42. O prismă triunghiulară regulată este circumscrisă
unei sfere de rază R. Să se afle aria şi volumul prismei. 

Soluţie: 

𝑑(𝐺𝐺′) = ℎ = 2𝑅 

Fie 𝑙 = ‖𝐴𝐶‖ ⟹ ‖𝐴𝐷‖ =
𝑙√3

2
⟹ ‖𝐺𝐷‖ =

𝑙√3

6

Figura 𝐺𝐷𝑀𝑂 dreptunghi ⟹ ‖𝐺𝐷‖ = ‖𝑂𝑀‖ ⟹
𝑙√3

6
=

𝑅 = 2√3𝑅 

Deci, aria laterală este 𝑆𝑙 = 3 ∙ 2√3𝑅 ∙ 𝑅 = 12√3𝑅2.

𝑣[𝐴𝐵𝐶𝐴′𝐵′𝐶′] = 𝜎[𝐴𝐵𝐶] ∙ 2𝑅 = 2√3𝑅 ∙
2√3𝑅√3

4
∙ 2𝑅 =

6√3𝑅2.

Aria totală este: 

𝑆𝑡 = 𝑆𝑙 + 2𝜎[𝐴𝐵𝐶] = 12√3𝑅2 + 2 ∙ 3𝑅√3𝑅2

= 18√3𝑅2
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43. Un triunghi dreptunghic cu catetele respective b şi c
iar ipotenuza a se roteşte pe rând în jurul ipotenuzei şi al 
celor două catete. V1, V2, V3, S1, S2, S3 fiind volumele 
respective ariile laterale ale celor trei corpuri formate, să 
se arate că: 

1. 1

𝑉1
2 =

1

𝑉2
2 =

1

𝑉3
2

2. 𝑆2

𝑆3
+

𝑆3

𝑆2
=

𝑆2+𝑆3

𝑆1

Soluţie: 

Fie 𝑉1 şi 𝑆1 volumul, respectiv aria obţinută în urma
rotaţiei în jurul lui 𝑎. 

𝑉2 şi 𝑆2 volumul, respectiv aria obţinută în urma
rotaţiei în jurul lui 𝑏. 

𝑉3 şi 𝑆3 volumul, respectiv aria obţinută în urma
rotaţiei în jurul lui c. 

Deci: 

𝑉1 =
𝜋 ∙ 𝑖2(‖𝐶𝐷‖ + ‖𝐷𝐵‖)

3
=

𝜋 ∙ 𝑖2 ∙ 𝑎

3
𝑆1 = 𝜋 ∙ 𝑖 ∙ 𝑐 + 𝜋 ∙ 𝑖 ∙ 𝑏 = 𝜋 ∙ 𝑖 ∙ (𝑏 + 𝑐)

𝑉2 =
𝜋𝑐2𝑏

3
=

𝜋𝑐2𝑏2

3𝑏
=

𝜋𝑏2𝑐2𝑎

3𝑎2
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𝑆2 = 𝜋 ∙ 𝑐 ∙ 𝑎

𝑉3 =
𝜋𝑏2𝑐

3
=

𝜋𝑏2𝑐2

3𝑐
=

𝜋𝑏2𝑐2

3𝑎
𝑆3 = 𝜋 ∙ 𝑏 ∙ 𝑎

Aşadar: 
1

𝑉1
2 =

1

𝑉2
2 +

1

𝑉3
2 ⟺

9𝑎2

(𝜋𝑏2𝑐2)2
=

9𝑐2

(𝜋𝑏2𝑐2)2
+

9𝑐2

(𝜋𝑏2𝑐2)2

𝑆2

𝑆3
+

𝑆3

𝑆2
=

𝑆2 + 𝑆3

𝑆1
⟺

𝑐

𝑏
+

𝑏

𝑐
=

𝜋𝑎(𝑏 + 𝑐)

𝜋𝑖(𝑏 + 𝑐)
⟺

𝑐2 + 𝑏2

𝑏 ∙ 𝑐

=
𝑎

𝑖

Dar 𝑖 ∙ 𝑎 = 𝑏 ∙ 𝑐 ⟹ 𝑐2+𝑏2

𝑏𝑐
=

𝑎2

𝑏𝑐
 , ‖𝐴𝐷‖ = 𝑖. 

44. Un coş de fabrică are forma unui trunchi de con cu
înălţimea de 10 m, bazele trunchiului de con au lungimile 
exterioare de 3,14 m şi 1,57 m, grosimea zidului fiind de 
18 cm. Să se calculeze volumul coşului. 

𝑟 = ‖𝑂𝐴‖ = 25 𝑐𝑚 

𝑅 = ‖𝑂′𝐵‖ = 50 𝑐𝑚 

2𝜋𝑟 = 1,57 ⟹ 𝑟 = 0,25 𝑚 

2𝜋𝑅 = 3,14 ⟹ 𝑅 = 0,50 𝑚 
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‖𝐶𝑁‖ = 18 𝑐𝑚 = 0,18 𝑚 
‖𝐴′𝐵‖ = 25 𝑐𝑚 

‖𝐴𝐵‖ = √100 + 0,0625 = 10,003125 

‖𝐴′𝑀‖ =
‖𝐴𝐴′‖ ∙ ‖𝐴′𝐵‖

‖𝐴𝐵‖
=

10 ∙ 0,25

10,003125
≈ 0,25 

‖𝐶𝑁‖

‖𝐴′𝑀‖
=

‖𝐶𝐵‖

‖𝐵𝐴′‖
⟹

0,18

0,25
=

‖𝐶𝐵‖

0,25
⟹ ‖𝐶𝐵‖ = 0,18 

‖𝑂′𝐶‖ = 𝑅′ = 0,50 − 0,18 = 0,32 
‖𝑂𝑃‖ = 𝑟′ = 0,25 − 0,18 = 0,07 

𝑉 =
𝜋1

3
(𝑅2 + 𝑟2 + 𝑅𝑟) 

𝑉 =
𝜋10

3
(0,502 + 0,252 + 0,50 ∙ 0,25 − 0,322 − 0,072

− 0,32 ∙ 0,07) =
𝜋10

3
(0,4375 − 0,1297)

= 1,026𝜋𝑚3 
45. Într-o sferă de rază 𝑅 se înscrie o piramidă regulate cu
baza un pătrat şi unghiul de la vârful unei feţe laterale de 
măsură 𝛼. Să se afle: 

a) volumul piramidei înscrise.
b) aria laterală şi totală a piramidei
c) valoarea 𝛼 când înălţimea piramidei este egală

cu raza sferei. 

Soluţie: 
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‖𝑉𝑃‖ =
𝑎

2 sin
𝛼
2

cos
𝛼

2

În ∆𝑉𝐴𝑃: ‖𝑉𝐴‖ =
𝐴

2 sin
𝛼

2

 . 

În ∆𝑉𝐴𝑂′: ‖𝑉𝑂′‖2 =
𝑎2

4 sin2𝛼

2

−
𝑎2

2
 . 

‖𝑉𝑂′‖ =
𝑎√cos 𝛼

2 sin
𝛼
2

În ∆𝑉𝑂𝑂′: ‖𝑂𝑂′‖ =
𝑎√cos 𝛼

2 sin
𝛼

2

− 𝑅. 

𝑅2 =
𝑎2

2
+ (

𝑎√cos 𝛼

2 sin
𝛼
2

− 𝑅)

2

⟹
𝑎2

2
+

𝑎2 cos 𝛼

4 sin2 𝛼
2

−
2𝑎𝑅√cos 𝛼

2 sin
𝛼
2

⟹ 𝑎 =
4𝑅√cos 𝛼 sin2 𝛼

2

sin
𝛼
2 (2 cos2 𝛼

2
+ cos 𝛼)

⟹ 𝑎

= 4𝑅√cos 𝛼 ∙ sin
𝛼

2

𝐴𝑙 = 4
𝑎2 cos

𝛼
2

2 ∙ 2 sin
𝛼
2

=
𝑎2 cos

𝛼
2

sin
𝛼
2

= 16𝑅2 cos 𝛼 sin2
𝛼

2
∙

cos
𝛼
2

sin
𝛼
2

= 8𝑅2 cos 𝛼 sin 𝛼 = 4𝑅2 sin 2𝛼

𝐴𝑡 = 𝐴𝑙 + 𝑎2 = 4𝑅2 sin 2𝛼 + 16𝑅2 cos 𝛼 sin2
𝛼

2

‖𝑉𝑂′‖ = 𝑅 ⟹ 𝑅 =
𝑎√cos 𝛼

2 sin
𝑎
2

⟹ 𝑅

= 4𝑅√cos 𝛼 sin
𝛼

2
∙

√cos 𝛼

2 sin
𝛼
2

⟹ 2 cos 𝛼 = 1 ⟹ 𝛼 = 600.
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Acest volum este o versiune nouă, revizuită și adăugită, a 

"Problemelor Compilate şi Rezolvate de Geometrie şi Trigonometrie" 

(Universitatea din Moldova, Chișinău, 169 p., 1998), și include 

probleme de geometrie și trigonometrie, compilate și soluționate în 

perioada 1981-1988, când profesam matematica la Colegiul Național 

"Petrache Poenaru" din Bălcești, Vâlcea (Romania), la Lycée Sidi El 

Hassan Lyoussi din Sefrou (Maroc), apoi la Colegiul Național "Nicolae 

Balcescu" din Craiova. Gradul de dificultate al problemelor este de la 

mediu spre greu. Cartea se dorește material didactic pentru elevi, 

studenți și profesori. 
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