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Cuvant inainte

Prezenta lucrare contine exercitii si probleme de algebra, grupate
pe capitole, pentru clasele superioare de licee si scoli medii de culturd
generald. Scopul ei este pregatirea matematica a elevilor din liceele de
toate categoriile si va fi utild in lucrul de sine statator. De asemenea,
lucrarea poate fi folositd pentru lucrul extrascolar, deoarece cititorul
va gasi in ea teoreme gi formule importante, notiuni si definitii de baza
care nu intotdeauna sunt incluse in manualele gcolare.

Autorii



Notatii

egal;

diferit;
apartine;

nu apartine;
inclus in;
include pe:
reuniune;
intersectie;
multimea vida;
{sau) disjunctie;
(si) conjunctie;
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> q prin definitie p este ¢:
{0,1.2,34,...} mul{imea numerelor naturale;
{-..,=2, —1._0._ 1,200} multimea numerelor intregi;

llﬂ:

= {;J m,n€Z, n# U} multimea numerelor rationale;
mul{imea numerelor reale;

= {a + bila,be R, i* = -1} multimea numerelor complexe;

Ar ={r € Alz >0}, A€ {Z,Q, R};

A_={ye Aly<0}, A€{Z,Q,R};

A" ={z€ Az #0} = A\ {0},

Ae{N,Z,Q,R,C};

QB O NS

|z modulul (valoarea absoluta)
Iui z € IR;
(=] partea intreaga a lui z € IR;



(a,b)

{a.b.c)

Ax B = {(a,b)la€ A, be B}

Ax BxC ={(a,b,c)la€ A, be B,

ceC}
%
P(E)={X|X C E}

def

A=B& (V)zeE(ze A& 2 € B)

partea fractionara a lui z € IR,
0< {z} < 1

cuplul avand ca prim element
pe a si ca al doilea element pe b
(se mai zice “pereche ordona-
ta” );

triplet cu elementele respective
a, b, e

produsul cartezian dintre multi-
mea A si multimea B;

produsul cartezian dintre multi-
mile A, B, C;

multimea universala:

multimea partilor (submultimi-
lor) multimii E;

egalitatea multimilor A si B:

ACBY (Ve € E(x € A z € B) A seinclude in B;

AUB={z€E|lxr€ AV z€ B}
ANB={z € E|lct€ ANz € B}
A\B={z€cElt€ ANAz¢B}

AnrB=(A\B)U(B\A)
CslA)=A=E\A

aCAxB
f:A— B
D(f)
E(f)

reuniunea multimilor A si B;
intersectia multimilor A si B;
diferenta dintre multimile A si
B:

diferenta simetrica;
complimentara multimii A in
raport cu multimea E;

relatia o definitd pe multimile
functie (aplicatie) definita pe A
cu valori in B;

domeniul de definitie al functiei
fi

domeniul de valori ale functiei f.



CAPITOLUL 1

Multimi. Operatii cu multimi
1.1. Definitii si notatii

Teoria axiomaticd a multimilor este foarte dificild pentru a fi expusi
la un nivel elementar, de aceea, intuitiv, prin multime vom intelege
o colectie de obiecte pe care le vom numi elemente sau puncte ale
acestei mulgimi. O multime este definita daci sunt date elementele sale
sau dacd se dd o proprietate pe care o au toate elementele sale, propri-
etate care le deosebeste de elementele altei multimi. Ulteror multimile
le vom nota cu majuscule: A, B,C,...,X,Y,Z, iar elementele lor cu
minuscule: a,b,c,...,z,y,z etc.

Dacd a este un element al multimii A, vom scrie a € A si vom citi
“a apartine lui A” sau “a este element din A”. Pentru a exprima c3
a nu este un element al multimii A, vom scrie a € A4 si vom citi “a nu
apartine lui A”.

Printre multimi admitem existenta unei multimi notate @, numiti
multime vida, care nu contine nici un element.

Multimea ce contine un singur element a o notam cu {a}. Mai
general, multimea ce nu contine alte elemente decit elementele
ay,az,...,a; o notam prin {ay,as,...,a,}.

Dacd A este o multime toate elementele cireia posedi proprietatea
P, atunci vom scrie A = {z|z verifici P} sau A = {z|P(z)} si vom
citi: A constd din acele si numai acele elemente ce posedi proprietatea
P (pentru care predicatul P(z) este adevirat).

Vom folosi notatiile:

N ={0,1,2,3,...} - multimea numerelor naturale;

IN* = {1,2.3,...} - multimea numerelor naturale nenule:

Z={..,-2,-1,0,1,2,...} - multimea numerelor intregi;



Z~ = {+1,£2,43,...} — multimea numerelor intregi nenule;
Q= {%lm € Z.n € IN* } — multimea numerelor rationale;

Q* - mul{imea numerelor rationale nenule;

IR — multimea numerelor reale;

IR* - multimea numerelor reale nenule;

R, = {z € R|z > 0}; IR; ={z€ R|z>0};

C = {a + btla,b € IR} — multimea numerelor complexe;

C* - multimea numerelor complexe nenule;

me{1,2,...,n} & m=1n;

D(a) = {c € Z*|a’c} — multimea tuturor divizorilor intregi ai
numarului a € Z;

n(A) = |A| -~ numdarul elementelor mul{imii finite A.

Noti. Vom considera cititorul familiarizat cu simbolurile logice:
conjunctia A (... i ...), disjunctia V (... sau ...), implicatia =, cuan-
tificatorul existential (3) si cuantificatorul universal (V).

Fie A si B doud multimi. Dacd toate elementele mul{imii A sunt si
elemente ale multimii B, atunci spunem ca A este inclusa in B sau
ci A este o parte a lui B, sau cd A este o submul{ime a multimii
B si notam A C B. Deci

ACB& (V)z(z€ A=z € B).

Proprietitile incluziunii: a) (V) A, A C A (reflexivitate);

b) (AC BAB CC)= ACC (tranzitivitate); c) (V)A, @ C A.

Daca A nu este o parte a multimii B, atunci scriem A € B, adicd
AZB& (3)z(z€ ANz € B).

Vom spune ci multimea A este egald cu multimea B, pe scurt

A = B, daci ele constdu din unele si aceleasi elemente, adica
A=B& (ACBABCA).

Proprietitile egalitatii. Oricare ar fi multimile A, B si C, avem:
a) A = A (reflexivitate); b) (A = B) = (B = A4) (simetrie);

¢) (A= BAB=C)= (A= _C) (tranzitivitate).

Prin P(A) vom nota multimea tuturor partilor multimii A,

adica X € P(A) & X C A.
Evident, @, A € P(A).

Multimea universald, multimea ce contine toate multimile exa-
minate in continuare, natura elementelor cirora este una si aceeasi, o
vom nota prin E.



Operatii cu multimi

Fie A §i B doua multimi, 4, B € P(E).
1. Intersectia.
ANB={zcFElr€ ANz € B},
adica
r€ANB& (x€ ANz € B), (1)
r¢ANB& (z¢g AVa € B). (1)
2. Reuniunea.
AUB={zc E|lz€ Avz € B},
adica
r€AUB& (z€ AVz e B), (2)
t¢AUB & (r € ANz & B). (2')
3. Diferenta.
A\B={z€eFE|lrc ANz ¢ B},
adica
t€A\B& (zr€ Anz ¢ B), (3)
¢ A\B& (z¢ AVzeEB). (3')
4. Complementara unei multimi. Fie A € P(E). Diferenta
E'\ A este o submultime a lui E, notatd C'z(A) si numit comple-
mentara lui A in raport cu E, adici
Ce(A)= E\A={z € Elz ¢ 4}.
Cu alte cuvinte,
reCe(A)zd A, (4)

zgCe(A) & z e A (4"
Proprietati ale operatiilor cu multimi

ANA=A AUA=A (legile de idempotents).

ANB=BNA AUB=BUA (legile de comutativitate).
(ANB)NC=ANn(BNC),
(AUB)UC = AU (BUC(C)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC),
AN(BUC)=(Ar B)U(ANC)

AU(ANB) = A. . _
AN(AUB) =4 (legile de absorbtie).

(legile de asociativitate).

(legile de distributivitate).



Ce(AU B) = Cx(A)N Cx(B),

Ce(AN B) = Cy( 4)UCE(B)

Doud submultimi “privilegiate” ale lui E sunt @ si E. Pentru orice
A€ P(F), avem:

(legile lui de Morgan).

@CACE,
AU =4, AN@ =0, Cy@)=
AUE=E, ANnE-=A4, CE{E)ZQ
AUCE(A)=E, ANCg(A)=
Ce(Cp(A) = A (principiul re(:lpromtagn)
Ulterior vom folosi notatia Cx(A) = A.
5. Diferenta simetrica.
AAB=(A\B)U(B\ A).
Proprietati. Oricare ar fi multimile A, B si C, avem:
a)AAMA=0; b)AAB=BA A (comutativitatea);
C)AADG=CAA=A; d)AA(AAB)=B;
e)(AaB)aC=Ana(BaC) (asociativitatea);
fAn(BaC)=(AnB)a(ANC):g) Aa B=(AUB)\ (AN B).
6. Produs cartezian. Fie z §i y doud obiecte. Multimea
{{z}. {2, y}} ale cirei elemente sunt multimile {z} si {z.} se numeste
pereche ordonata (sau cuplu ordonat) cu prima componenti z si
a doua componentd y si se noteaza cu (z,y). Avand trei obiecte z,y
sl z, notam (z,y,2) = ((z,¥),2) §i numim triplet ordonat.
In general, avand n obiecte z{,s....,2,, notim
(B1: %0y 057 ) = (... ((%1,22), 23), .. . Z5)
sl numim sistem ordonat de n elemente (sau cortej de lungimea n).
Avem
(T1:%2. 0. %0) = (Y12 %20 Yn) © (31 = Y1 AZ2 = P AL AT, = ).
Fie A, B € P(E). Multimea
Ax B={(a,b)lac ANbE€ B}
se numeste produs cartezian al multimilor A si B. Evident, putem
defini
AXBxC={(z,y,2)[r€ AnyebrzeC}.
Mai general, produsul cartezian al multimilor 4, A,,..., A,
Ar X A X ... X Ap = {(21,22,...,20)|7i € Ai, i = T, n}.

Pentrud=B=C=A41=A;=...= A, avem
Ax A a2 axaxa 3 axax... x 4% gn
n ori

De exemplu IR® = {(z,y,2)|z,y,z € IR}. Submultimea



A= {(a,a)la € A} C A?
poartd numele de diagonald a multimii A2.
Exemple. 1. Fie A = {1,2} si B = {1,2,3}. Atunci
Ax B ={(1,1), (1,2), (1,3),(2,1), (2,2), (2.3)}
si
B A=4{1,3); (1.2), (2.1} (2:2), B.1), (3.2)).

Observam ca A x B # B x A.

2. Produsul cartezian IR? = IR X IR se poate reprezenta ge-
ometric ca multimea tuturor punctelor unui plan in care s-a fixat
un sistem rectangular de coordonate x(Oy. asociind fiecarui element
(z,y) € IR* punctul P(z,y) din plan de abscisi z si ordonati y.
Fie A = [2;3] si B = [1:5](A,B C IR). Atunci A x B are ca
reprezentare in plan dreptunghiul hasurat KLMN (fig. 1.1), unde
K(2,1), L(2,5), M(3,5), N(3.1).

M
»
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./_//;
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1_._ S e
K™ N
R >
o 1 2 3 x

Fig. 1.1
Se verifica usor proprietitile:
a)(ACCABCD)=> AxBCCxD;
b) Ax(BUC)=(Ax B)U(AxC),
AX(BNC)=(AXxB)N(AxC);
¢)AXB=0& (A=0VB=3g),
AXB#0 & (A# S ANB #0).
7. Intersectia si reuniunea unei familii de mult{imi. O
familie de multimi este o multime {A4;|z1 € I} = {A;}icr ale cdrei
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elemente sunt multimile A;, i € I, A; € P(F). Spunem ci {A;]i € I}
este o familie de multimi indexate cu multimea /.
Fie o familie de multimi {A;|: € I}. Reuniunea sa (sau reuniunea
multimilor A;, ¢ € I') este mul{imea
UAi={ze E|(iel: z€ A}
el
Intersectia familiei date (sau intersectia multimilor A;, i € I) este
multimea
(Ai={z € Elz e A, (V)ieI}.
el
In cazul I = {1,2,...,n}, scriem

UA; =A;UAU...UA, = 0.4,-,
el t=1

"
ﬂA,— = A1NAN...NA =) 4.
el f=1
8. Diagramele Euler-Wenn. Diagrame ale lui Euler (in STA
ale lui Wenn) se numesc figurile cu ajutorul carora se interpreteaza
multimile (cercuri, patrate, dreptunghiuri etc.) si se demonstreaza
ilustrativ unele proprietati ale operatiilor cu multimi. Vom folosi cer-
curile lui Euler.

Exemplu. Folosind diagramele lui Euler, si se demonstreze legea
lui de Morgan
Ce{AN B) = Cs(A) U Cx(B).
Solutie.

E

Fig. 1.2

11



In fig. 1.2,a) partea hasurati este A N B; cea nehasurata (cea in
afara AN B) reprezinta C'z(A N B).

In fig. 1.2.b) partea patratului hasurati cu \\\\ este egald cu
Cg(A), iar cea haguratd cu //// este egalad cu Cz(B). Toatd partea ha-
suratad formeaza C'y(A)UCg(B) (partea nehaguratd este exact AN B).

Din aceste doua figuri se vede ca Cz(A N B) (partea patratului
nehagurata in fig. 1.2.a) coincide cu Cz(A) U C(B) (partea oricum
hagurata din fig. 1.2.b). adica

Ce(ANB) =Cg(A)UCg(B).

1.2. Exercitil rezolvate

1. Pentru orice doua multimi A si B, avem

ANB =A\(A\B).

Solutie. Folosind definitiile operatiilor cu multimi, obtinem succe-
siv:
reA\(A\B)® zcArz¢(4\B) o
@(2eAN(zgAVeeB))e(z€ ANz g AV(z€ ANz € B)o

s(zcArzeB)¥zecanB.

Din acest sir de echivalente rezulta
A\(A\B)CANBsiANBC A\(A\B),

ceea ce demounstreaza egalitatea ceruta.

Remarca. Egalitatea poate fi demonstratd si cu ajutorul diagra-
melor lui Euler.

E E

a»

I
ANB A\B  A\(4\B)

Deci ANB =A\(A\ B).

12



2. Oricare ar fi A, B C E, are loc egalitatea
(ANB)U(ANB)=(AUB)n(ANB).

Solutie. Metoda analiticd. Folosind definitiile operatiilor cu

multimi, obtinem:
;ce(Am'ﬁ)u(HnB)(é’(xe(AnE)v.ce(ZnB))@
Y (ecArzeB)V(zecArz e B)) & (z € AVe € A)A(z € AV
v.reB)A(zEEVxEZ)/\(zeﬁv;reB))@‘z(i’

& (zc(AUBA (e g AVz ¢ B) Y (z € (AUB)AZ ¢ (AN B)) &

QeecauBree(AnB) ¥z ec(auB)n (AR E).
Acest sir de echivalente demonstreaza ca egalitatea din enunt este
adevarata.

Metoda grafica. Folosind cercurile lui Euler, avem

B E

1
(ANB)U(ANB)

a) b)
Fig. 1.3

In fig. 1.3,a) avem (AN B)U (Eﬂ B). ceea ce rﬂ)rezint_r?t partea
haguratd a patratului. Din fig. 1.3 se vede cd (AN B)U(ANB) =
=(AUB)N(ANB).

3. Pentru oricare doua multimi A,B C E, este adevarata
echivalenta

A\B=B\A& A=B.

Solutie. Fie A\ B = B\ A. Presupunem ci A # B. Atunci existi
acAcuagBsaube Bcubdg A.

In primul caz, obtinem a € A\ Bsia ¢ B\ A, ceea ce contrazice
egalitatea A\ B = B\ A. In al doilea caz, obtinem aceeasi contradictie.
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Deci daca A\ B=B\A= A=B.
Reciproc, evident.

4. Sunt date multimile A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, B = {2,4,
6,8,10} si C = {3,6,9}. Sa se verifice egalitatile:

a) A\(BUC)=(4A\B)n(A\C);

b) A\(BNC)=(A\B)Uu(A\C).

Solutie. a) Avem BUC = {2 3,4,6,8,9,10}, A\ (BuUC) =
= {1,5,7}), A\B = {1,3,5,7,9}, A4\C = {1,2,4,5,7,8,10},
(A\B)N(A\C) = {1,5_1}~—A\ BuUC(C).

b} Pentru egalitatea a doua, avem

BnC ={6}, A\(BnC)=1{1,2,3,4,5,7,8,9,10},
(A\B)U(A\C)=1{1,2,3,4,5,7,8,9,10} = A\ (BnC).

5. Si se determine multimile A i B ce satisfac simultan conditiile:
DNAUB =112 345}

2) AN B = {3,4,5};

3)1¢ A\ B;

4)2¢ B\ A.

Solutie. Din 1) si 2) rezultd {3,4,5} € A C AUB si
{3,4,5} € B C AU B. Din 3) rezultd 1 ¢ A sau 1 € B. Dacd
1 ¢ A, atunci din AU B = {1,2,3,4,5} rezultd 1 € B. Insi daca
1 € B, atunci 1 ¢ A, deoarece in caz contrar 1 € AN B = {3,4,5}.
Deci rdméne 1 € Bsi 1 € A. In mod analog, din 4) urmeaza 2 ¢ B si
deci 2 € A. Cu alte cuvinte,

{3,4,5)} C A C {2,3,4,5} 5i {3,4,5} C B C {1,3,4,5}
cu2€ AUB,1 € AUB i de aceea A = {2,3,4,5},iar B = {1,3,4,5}.

Raspuns: A = {2,3,4,5}, B ={1,3,4,5}.

6. Fiind date multimile A = {11k + 8|k € Z}, B = {4m|m € Z}
si C ={11(4n+1) —3|n € Z}, sa se arateca AN B =C.

Solutie. Pentru a obtine egalitatea cerutd, vom demonstra adeva-
rul echivalentei
zteANB&zel.
Fie 2 € ANB. Atunci z € A si ¢ € B si de aceea existd
doua numere intregi k,m € Z, astfel incit z = 11k + 8 = 4m &
& 11k = 4(m — 2). In aceasti egalitate membrul drept este divizibil
prin 4, iar 11 cu 4 sunt primi intre ei. Deci din 11k:4 rezultd k:4, adica
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k = 4t pentru un ¢t € Z. Atunci
z=11k+8=11-4t4+8=11-4t+11-3= 11(4t+1) - 3,
ceea ce implicd z € C, adica am demonstrat implicatia
r€eANB=>zeC. (1)
Reciproc, fie y € C. Atunci existd s € Z cu
y=11(4s+1)=3=11-4s+11-3=11-4s+ 8 = 4(11s + 2).
Luand 4s=u € Z si 11s+ 2 = v € Z, obtinem
y=1lu+8=4ve AN B,
ceea ce demonstreaza adevarul implicatiei
yeC=>yeANnB. (2)

Din (1) si (2) rezulti egalitatea ceruta.

7. Sunt date multimile
{ 2r <4z -6

A:{ BER 21 &9

} siB=ANN.

Sd se determine:

a) toate multimile X cu BU X = {3,4,5,6,7,8,9};

b) toate multimile ¥ = {y € Z|y* € B U X}, astfel incat
BnY =43}

Solutie. Determinim multimea A:

2z < 4z — 6, 2z > 6, 5203

{ 4z-11< 2z +1 {21<12 { z<6
Atunci B = [3;6) N IV = {3.4,5}.

a) Toate submultimile posibile ale lui B sunt

@, {3}, {4}, {5}, {3.4}, {3,5}, {4,5}, {3,4,5} = B.
Multimile ciutate X sunt astfel, incat XUB = {3,4,5,6,7,8,9} si deci
vor fi de forma X = C U {6,7,8,9}, unde C € P(B), adici multimile
cerute in p. a) sunt:

X, = {6,7,8,9}, X, = {3,6,7,8,9}, X3 = {4,6,7,8,9),
X4 ={5,6,7,8,9}, X5 = {3,4,6,7,8,9}, X¢ = {3,5,6,7,8,9},
X7 = {4,5,6,7,8,9}, Xs = {3,4,5,6,7,8,9}.

b) Deoarece y € Z, atunci y?> € IN si viceversa. Tinand cont
de y> € BUX = {3,4,5,6,7,8,9}, obtinem 3> € {4,9}, adici
y € {—3,-2,2,3} = M. Pirtile multimii M sunt:

2. {-3}. {=2}. {2}, {3}, {-3.-2}, {~3,2}, {~3.3}, {~2,2},
{-2,3}, {2,3}, {-3.-2,2}, {-3,-2,3}, {-3,2,3}, {-2,2,3}, M.
Din conditia BNY = {3} rezultd ci Y este una din multimile
1 ={3}, Y2 ={-3,3}, Y3 = {-2,3}, Y4 = {2,3}, V5 = {-3,-2,3},

&z € [3:6).
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={-3,2,3},Yr = {-2,2,3} 5i Ys = M = {-3,-2,2,3)}.

Raspuns: a) X € {X1, X,, X3, X4. X5. Xe. X7. X3}
b)Y € {1h,Ys,Y3,Y,, Y5, Y6, Y7, Ys}.

8. Sa se determine A, B,C C T si A A B, daca
T ={1,2,3,4,5,6}, AAC ={1,2}, B A C = {5,6),
AnC=80nC=4{34.

Solutie. Din ANC = BNC = {3,4} rezultd cd {3,4} C ANBNC.

Stim ca
AAC=(A\C)U(C\NA) =(AuO)\(ANnCQO),
BAC=(B\CYUWC\B)=(BUCI\(BaC).

Atunci

1eArC & (1€ AUCALEANC) & ((1e AVieC)AL € ANC).

Sunt posibile cazurile:

a)lgAsiled;

b)le AsilgC
(cazul trei. 1€ Asil1 € C = 1€ ANC = {3,4}, este imposibil ).

In primul caz, 1 ¢ Asile C,din BaC = {5,6} rezultd 1 € B,
fiindcd in caz contrar 1¢ Bsile C = 1€ C\B C B aC = {5,6}.
Deci, In acest caz avem 1 € BN C = {3,4}, ceea ce este imposibil
si rimane 1 € A, 1 € C. In mod analog obtinem 2 € 4,2 ¢ B si
2¢C.5€Bsi5¢dA.5¢4d(C.6€Bsi6dA, GQ’C

Cu alte cuvinte, am obtinut:

A=1{1,2,3,4}, B ={3,4,5,6},C = {3,4}si Aa B ={1,2,5,6}.

Raspuns: A = {1,2,3,4}, B = {3,4,5,6}, C = {3,4} si
A A B ={1,2,5,6}.

9. Se dau multimile A = {1,2}, B = {2,3}. S& se determine
multimile:
a) AxB; b) B x A; ¢) A%
d) B2 e) (Ax B)n(B x A); f) (AU B) x B:
g) (Ax B)U(B x B).

Solutie. Folosind definitia produsului cartezian a doud multimi,
obtinem:

a) Ax B ={(1,2), (1,3),(2,2), (2,3)};
b) Bx A ={(2.1), (2.2), (3,1), (3,2)};
c) Af = {{1- 1)': (L?)a (2,1), (2-2)}
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d) B? = £(2,2), (2,3), (3,2), (3,.3)};

e) (Ax B)n (B x 4) = {(2.2)};

f) AUB = {1,2,3}; (AUB)x B = {(1,2), (1,3). (2,2), (2,3),
(3,2), (3,3)}:

g) (Ax B)U(B x B) = {(1,2), (1.3). (2.2), (2.3), (3,2), (3,3)} =
= (AUB) x B.

10. Se dau multimile A = {1,2.z}, B = {3,4,y}. Sa se determine
z si y, stiind ca {1,3} x {2,4} C A x B.

Solutie. Formam multimile 4 x B si {1,3} x {2,4}:
Ax B ={(1,3), (1,4),(1,9), (2.3), (2,4), (2,9), (2.3), (z.4), (z.y)}:
C = {1,3} x {2,4} = {(1,2). (1,4), (3,2), (3,4)}
Deoarece {1,3} x {2,4} C A x B, obtinem
(1,2)eC=>(1,2)e AxB=>(Ly)=(L2)=>y=2;
(3,4)eC = (3.4)€ Ax B= (3,4) = (z,4) > z=3.
Pentru z = 3si y = 2, avem (3,2) € AX B.

Raspuns: z =3,y = 2.
11. Dacid A D B, atunci
Ax B=((A\B)x B)u B%
Demonstrati.
Solutie. BC A= (A\ B)U B = A si de aceea

AxB = ((A\B)UB)xB = ((A\B)xB)U(BxB) = ((A\B)x B)uB?
(am utilizat egalitatea (AU B) x C' = (A x C)U (B x C)).

12. Caite elemente are multimea

2
A= {;-': EQlp=tttl a1 1000}?

2n24+n+1°

Solutie. Multimea A are atatea elemente cite valori diferite are
fractia (n2+1)/(2nr*+n+1), cand n ia valorile 1,2,3, ..., 1000. Alegem
valorile lui n pentru care fractia ia valori egale.

m? + 1 2+1

Pt N fy '.'" I — 2 t '

Fie m,l € IN*, m < | cu ST p— R EI+1 Atunci
(m2+1)(22+1+1) = (P4+1)2m?+m+1) & (m=1)(m+I-mi+1) =

m 1+1
=0 é‘m+£—m1+1=0@m(1_1):;+1@m:I_J_fiﬁ
_(=1)+2 B 2
& m= TR <::>m_1+£_1
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Insi m e IV~ si de aceea
o 2 2 . [-1=1, =2,

m € IN ¢>f——-l_€ﬂ @2(1—1)@[1_1:2 [‘!:3

Pentru [ = 2, obtinem m = 3, iar pentru [ = 3, avem m = 2.
Tindnd cont de faptul cd m < I, obtinem m = 2 si { = 3. Deci
numai pentru n = 2 §i n = 3, se obtine acelasi element al multimii
A z=5/11.

Raspuns: multimea A are 999 de elemente, adici n(A4) = 999.

13. S se determine numerele intregi z,y pentru care afirmatia
(z—1)-(y—3) =13 este adevirati.
Solutie. Notim
A={(z,y) € Z*|P(z): (z—1)-(y—3) = 13}
Deoarece 13 este numar prim, iar z,y € Z, sunt posibile cazurile:
g—l=1; z—1=-1, = 1= 13, z-1=-13,
{ y—3=13, { y—3=-13, { y—3=1, { y—3=-—1,

adicd propozitia P(z) este adeviratd numai in situatiile:

Ti=i2, =0, T =14, z=--12,
Réspuns: A = {(2,16), (0,-10), (14,4), (-12,2)}.

14. 54 se determine multimea

A={z e RlVat+z+Vb+z++/c+z=0, a,bce R}

Solutie. Deoarece a+z >0, Vb+z >0, \/c+z > 0, rezulti ci
egalitatea \/a +z + Vb + z + /c + = = 0 este posibil3, daci si numai
daca avem simultan:

at+zrz=bt+r=c+z=0&2=—-a=-b=—c.

Atunci:

a) dacd cel putin doud dintre numerele a,b si ¢ sunt diferite, nu
putem avea egalitatea /a+z + vb+ 2 + \/c+ = = 0, adici in acest
caz A = @;

b) dacd a = b = c. atunci z = —~a §i A = {—a}.

Raspuns: 1) pentru a = b = ¢, avem A = {—a}; 2) daci cel putin
doua din numerele a, b si ¢ sunt diferite, atunci A = @.

15. Sa se determine multimea
A={z € Z|min(z + 2,4 -2/3) > 1}.

Solutie. Sunt pesibile situatiile:
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r+2<4-z/3sauz+2>4-1z/3.

Examinam fiecare caz aparte:

1)z4+2<4-2/3032+6<12-zo42<6%z<3/2
In acest caz, avem:

min(z+2,4—2/3)>2124+2216 22 1.

Toate numerele intregi z pentru care —1 < z < 3/2 sunt: —1,0,1.

2)z+2>4-z/3 x> 3/2. Atundi

min(z +2,4—2/3)>214-2/321812-22>23ez<09.
Toate numerele intregi z pentru care 3/2 < = < 9 sunt: 2,3,4,5,
6.7.8.9.

Am obtinut astfel:

A={-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Rispuns: A = {-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

16. Si se determine valorile parametrului real m pentru care
multimea
A={z € R|(m-1)z?-(3m+4)z+ 12m+ 3 = 0}
are:
a) un element;
b) doua elemente;
c) este vida.

Solutie. Multimea A coincide cu mul{imea solutiilor ecuatiei
patrate

(m—-1)z? - (3m+4)z+12m+3=0 (1)

si rezolvarea problemei s-a redus la determinarea valorilor parametru-
lui m € IR pentru care ecuatia are o solutie, doud solutii diferite si nu
are solutii.

a) Ecuatia (1) are o singurd (doud egale) solutie, dacd §i numai
daci D =0pentrua=m—1#0sauincazul cindea=m—1=0.
Examinam aceste cazuri:

1) D = (3m+4)?—4(m—1)(12m+3) = =39m?+60m +28 = 0 &

o 30- 2/498

39 .
_ 30 +2v/498
=
2) Pentru m = 1, ecuatia (1) ia forma -5z + 15 = 0 &
< z = 3. Deci multimea A constd dintr-un singur element pentru

& 39m2-60m—-28=0¢<
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o 30 — 20/498 30 + 24/498
39 > 1 39 )
b) Ecuatia (1) are doui ridicini diferite. dacs si numai daca D > 0,

adica
(30 — 2v498 30 + 2v/498 )

D>0639m*-60m—-28<0ome ~ . 55

¢) Ecuatia (1) nu are radécini < D < 0 < 39m2 — 60m — 28 >

30 — 2+/498 30 + 2498
>0 me (—' OO.——39——)U(——39——.+OO)
— 2+/498 30 + 2\/49
Réaspuns: a) m € 39 1 2
By & {30 2v/498 30+ 2\/49
39 ’ 39 ’
30 24/498 30 + 24/498 )
c}me( 39 )U(T+m ;

17. Fie muliimile 4 = {3,4,5} §i B = {4,5,6}. Si se scrie ele-
mentele multimilor AN B2 si (A\ (B \ 4)) x (Bn A).

Solutie. a) Pentru prima multime avem:
#2133, (09, (3,9. (1,3, (1), (4:), (5.9, (3.4). (5,5),
B? = {(4.4), (4,5). (4,6), (5,4), (5,5), (5, 6 ) (6.4), (6.5), (6,6)},
42082—{ 4,4), (4 3) (5,4), (5,5)}.
b) Pentru multimea a doua avem:
B\A:{6}‘A\(B\A):A,BHA:{475}.
Atunci A X (BN A) = {(3,4), (3,5), (4,4), (4,5), (5,4), (5,5)}.

Rispuns: A2 N B? = {(4,4), (4,5), (5,4), (5.5)};
AN(B\A) x (BN A) = {(3,4), (3,5), (4,4), (4,5), (5,4), (5,5)}.

18. Fiind date multimile A = {1,2,3,4,5,6,7} si B = {2.3,4}, s
se rezolve ecuatiile AA X = A\Bsi(AAaY)AB=C A(B).

Solutie. Pentru a rezolva ecuatiile din enunt, folosim proprietitile
diferentei simetrice: A A (4 A B) = B, asociativitatea sl comutativi-
tatea el.

a)AAX=A\B=>AA(AAX)=AA(ANB)=>X = A A (A\B).
Insi A\ B = {1,5,6,7}, A\ (A\ B) = {2,3.4}, (A\ B)\ A = @ si de
aceea

X =Aa(A\B)=(A\(A\B)U((A\ B)\ 4) =
=A\(A\B)={2,3,4} = B.
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b)(AaY)AB=A\B& (AAB)AY =A\B&
S(AABYA((AABYAY)=(AAB)A(A\B)=>
<Y =(AAB)Aa(A\B).
Calculam
AaB=(A\B)U(B\ A)={1,5,6,7}Uu@ = {1,5,6,7}.
Deci
Y =(A\B)A(A\B)=2.

Raspuns: X =B, Y = @.
19. Sunt date multimile
A={zeR|lz-1+]2-2]>3+7z},B={z € R|(z>-4) x

x(z +3)z + 2)2 < 0}. Sa se determine multimile AU B, AN B, A,
B. A\ B, B\ A, (AUB)\ (B\ A)si Ax (B\ A).

Solutie. 1) Determinim multimile A si B.

aA)zeAo|z-1+2-z|>3+z e |z-1+|c-2|>3+z (%)

v

Inecuatia * este echivalentd cu totalitatea a trei sisteme de inecuatii:

EE(*—OC-,l), [ IE{—OC,l),
l—a2+2—2>3+z, aeg),
z € [1;2), z € [1;2),

(e {1‘—1+2—1‘>3+I, = {$<—2, “
IE[Q,-{-OC)., IE[21+OO)3
r—14+z-2>3+ 1z, L6

z € (—o0,0),
& | zEQ, & ¢ € (—00,0)U (6, +¢).
z € (6,+00)
Deci
A = (—00,0)U (6, +0c).
b)ze Be (22-4)(z2+3)(z+22 <0 (242 (z+3)(z-2) <
<0& € (—o0,-3]U[-2:2]
Cu alte cuvinte,
B = (—o0,-3]U[-2;2].
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2) Determinam multimile cerute cu ajutorul reprezentirii grafice

a) AUB = (—00,2]U (6,+)

b) AN B = (—o0,-3]U[-2;0)

¢) A= Cg(4) = [0;6]

d) B = Cr(B) = (-3,-2)U (2, +)

e) A\ B =(-3,-2)U (6, +c)

f) B\ A=0;2]

g) (AUB)\(B\A)=02

h) Ax (B\ A) = {(z,y) € Rz € [0;6], y € [0;2]

ra AT T
0 6 ¥
2> - .
IS I T A LN, I
7 S, 32 2 x
9 I IS E s
,—I.z_/ ; ./‘ ’ /// s '/‘_.-/ m /"}
0 ' ' 5 & T 6 X
0 2 i

20. 40 de elevi au scris o lucrare de control la matematici, care
contine o problemd, o inecuatie si o identitate. Trei elevi au rezolvat
corect numai problema, 5 elevi numai inecuatia, 4 elevi au demonstrat
numai identitatea, 7 elevi nu au rezolvat numaj problema, 6 elevi -
numai inecuatia, 5 elevi nu au demonstrat numai identitatea. Ceilalti
elevi au rezolvat totul corect. Cati elevi de acegtea sunt?

Solutie. Fie A mul{imea elevilor care au rezolvat corect numaj
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problema. B — numai inecuatia, C — au demonstrat numai identitatea,
D — multimea elevilor care au rezolvat numai problema si inecuatia.
E - multimea elevilor care au rezolvat numai problema si au demon-
strat identitatea, F — multimea elevilor care au rezolvat numai
inecuatia si au demonstrat identitatea, iar G — multimea elevilor care
au rezolvat totul corect.

Din conditiile puse rezultd ca n(A) = 3, n(B) = 5, n(C) = 4,
n(D)=8,n(E)=17,n(F)=09.

Dar deoarece fiecare din elevil care au scris lucrarea a rezolvat cel
putin un punct al lucrarii corect si intrucat multimile A, B,C, D, E,
F.G au ca elemente comune numai elementele multimii vide, reuniunea
multimilor A, B,C, D, E, F,G este multimea elevilor care au scris luc-
rarea.

Prin urmare, n(AUBUCUDUEUFUG) = n(A)+n(B)+n(C)+
+n(D)+n(E)+n(F)+n(G). Deci n(G) = n(AUBUCUDUEUFUG)—-
—n(A)=-n(B)-n(C)—n(D)-n(E)-n(F) = 40-3-5-4-8-7-9 = 4.

Raspuns: Deci 4 elevi dintre cei care au scris lucrarea au rezolvat
totul corect.

21. (Problema matematicianului Dodjson.)

Intr-o lupta incordatd 72 din 100 de pirati au pierdut un ochi, 75
— o ureche, 80 — o0 mand si 85 — un picior. Ce numar minim de pirati
au pierdut in acelasi timp ochiul, urechea, mana si piciorul?

Solutie. Notdm prin A multimea piratilor cu un ochi, prin B -
multimea piratilor cu o ureche, prin C — multimea piratilor cu o mana
gi prin D — multimea piratilor cu un picior.

In problemi se cere de apreciat multimea AN BNC N D.

Este evident c¢d multimea universala F este alcatuita din multimea
AN BNCND si din numirul piratilor care au pastrat ori ambii ochi,
ori amandoua urechi, ori amandoud mani, ori amandoua picioare.

De aceea E = (ANBNCND)UAUBUCUD. De aici reiese
cd multimea E nu este mai mica (nu are un numar mai mic de ele-
mente) decit suma numerelor de elemente ale multimilor A,B,C,Dsi
ANBNCND (egalitatea ar fi avut loc numai in cazul cand multimile
A, B,C si D doua cate doua nu se intersecteaza).

Dar n(A) = 30, n(B) = 25,n(C) = 20, si n(D) = 15. Deci
substituind, avem n(E) = 100, adicd 100 < n(ANBNCND)+ 30+
+25+4+20+15. Prin urmare, n(ANBNCND) > 100-30-25-20-15 =
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= 10.
Asadar, nu mai putin de 10 pirati au pierdut in acelasi timp ochiul,
urechea, mana si piciorul.

Raspuns: Nu mai putin de 10 pirati.

22. Din 100 de elevi 28 studiaza limba englezi, 8 — limbile englezd
§i germand, 10 - limbile englezi si francezd, 5 — limbile francezi si
germanad, 3 elevi studiazi toate trei limbi. Cati elevi studiazi numai
o limba? Cati elevi nu studiazi nici o limba?

Solutie. Fie A multimea elevilor care studiazi limba englezd, B -
limba germand, C' - limba francez.

Atunci multimea elevilor care studiazi limbile engleza si germana
este AN B, engleza si francezd - AN C, francezi si germani - BN C.
engleza, germand i francezi - AN BN C, multimea elevilor care stu-
diaza cel putin una din aceste trei limbi este A U B U (.

Din conditiile de mai sus rezulta ci elevii care studiazi numaj limba,
englezd alcatuiesc mulfimea A\ (AN B)U (AN C), numai germana —
B\(ANB)U(BNC), numai franceza - C' \ (AN C)u(BncC).

Dar deoarece ANB C A, avem n(A\((ANB)U(ANC))) = n(A) -
—n((ANB)U(ANC)) = n(A)~(n(AN B)+n(ANC)—n(ANBNC)) =
=n(A)-n(ANB) - n(ANC)+n(ANBNC).

In mod analog, n(B \ (AN B)U (BN C))) = n(B) —n(AN B)-
-n(BNC)+n(ANBNC);
n(C\((ANC)U(BNC))) = n(C)—n(ANC)—n(BNC)+n(ANBNC).

Fie D multimea elevilor care studiazi numai o limba, atunci

n(D)=n(A\((ANB)U(AN C))+n(B\((AnB)U(BNC)))+
+n(C\((ANC)U(BNC))).

Prin urmare, n(D) = n(A)-n(ANB)-n(ANC)+n(ANBNC)+
+n(B) - n(ANB)—=n(BNC)+n(ANBNC)+n(C) - n(ANC) -
—n(BNC)+n(ANBNC) = n(A)+ n(B) + n(C) — 2n(AN B) —
—2n(ANC)-2n(BNC)+3n(ANBNC) = 28+304+42—2-8—2-10—-2-5+
+3-3=63. n(D) = 63.

Numdrul elevilor care nu studiazi nici o limb este egal cu diferenta
dintre numarul total de elevi si numarul elevilor care studiazi cel putin
una din aceste limbi, adici n(H) = n(T) - n(AUBUC), unde H este
multimea elevilor care nu studiazi nici o limba, iar 7 — multimea celor
100 de elevi.

Din problema 20 avem n(A U BU C) = n(A) + n(B) + n(C) —

24



—n(’AnC]—n(BnC)—n(AnB)+n(AanC):28+30+42r
—8—10— 543 = 80. Deci n( H) = 100 — 80 = 20.

R3spuns: 63 de elevi studiazd numai o limbd, 20 de elevi nu stu-

diazid nici o limba.

1.3. Exercitii propuse

1. Care din afirmatiile urmatoare sunt adevirate si care sunt false?

a)z € {z}; b) m=1eh

)& fx ) d) @ € {o};

e) @ ={0}; f)o e {eo}h

g) @ = {a}; h) @ € {a};

i) @ C {a}; j) {z} € {=};

k) 2 C {); 1) {1,3,3} = {1,{2,3}.3}

m) {1,2,3,4,5}={4,1,3,5.2,4,5}; n) {3-1,6+3}={2, 543}
o) {a+a} = {2a}, a € R.

2. Care din urmitoarele afirmatii sunt adevérate si care sunt false

. B si C sunt multimi arbitrare)?

a)(A€eBsiBe(C)=> Ac(;
b)(ACBsiBeC)=> AcC;
)(A#BsiB#C)=> A#C;

d) (ANBCCsiAUCCB)=2ANC=6;
e)(AC(BUC)si BC(AUC))=> B=2;
fY)(ACBsiBCCsiCCA)=>A=B=C;
g) P(AU B) = {A; U B1]|A; € P(A), B, € P(B)};
h) P(An B) = P(A)N P(B);
NWACO=>A=0:
JACBUC=>AnBCC;

k) ECA= A=E;

) ACB=BUCC AUC;

m) AC B= BCA4;
n)ACB=(AnNB=0s AUB=E).

3. Fie A = {z € Q|z? — 12z 4+ 35 = 0},

B = {z € Q|z2+22-35 = 0},C = {z € Q|(2?+1)(7Tz-1) = 0}.
a) Si se determine multimile A, B si C.
b) Sa se precizeze dacd numerele 1/5, 5, 7, 1/2 apartin sau nu aces-

tor multimi.
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4. Sd se determine multimile
A={ze N~z =2n, n= 1.9
B={ye N*ly=4m+6n, m=T1,3,n = -1,0}.

5. Fie A= {z € IN|z = 4n + 6m, n,me IV*}.
a) 54 se scrie trei elemente ale multimii A.
b) Stabiliti daci 26.28, 33 sunt elemente din A.

6. Si se indice proprietdtile caracteristice ale elementelor
multimilor: A = {4,7,10}, B = {3.6,12}, ¢ = {1,4,9,16,25},
D = {1,8,27,64,125}.

7. Cite elemente au multimile:
A={z€Qlz=3n/(n+2), n = 1,50},
B={yeQly=(n-1)/(2**), n =110},

C={z€ R|z=(an + b)/(en+d), a,b,e,d € R, cd>0, n=1,p}?

8. Fie datd multimea A = {-3,-2,-1,1,2,3}). Si se determine
submultimile lui A:

Ar={z € A|lP(z): 22 +1 = &}

A2 =1y € A1Q(y): |yl = v},

Az = {z € A|R(2): |2| = -z}.

9. Sd se determine multimile:

a)A={r € Zimin(z + 1,4 - 0.5z) > 1};

b) B = {z € Z| max(z — 2, 13 - 2z) < 6};
¢)C={z€ N*|min(3z -1, 2z + 10) < 20};

d) D ={z € IN"| max(20 — z, (45 — 2z)/3) > 13};
¢) E = {z € Z|min(2z + 7, 16 - 3z) > 0};

f) F = {z € Z| max(z — 1, l-2)<4);

8) G = {r € R|min(z -1, (13-12)/2) < 8};

h) H = {z € R|max(z + 1, T=z)ix 8k

i) I={z€Zlmax(z + 1, 4 - 0.5z) < 1};

i) J ={z € N*|min(20 - z, (45 — 2z)/3) > 20);
k) K = {¢ € Z| min(z + 2, 10 - T)> -2}
L={zeZl|lx-4]| <8}

10. Sa se compare (C, D, =, ¢, A) multimile A §i B, daci:
2n+1
a_)A:{zEQ‘x: i ,neﬂ’*},8={xEA|:c<2};

n+ 4
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b]A:{xEQx:%, nGL\"},B:{mE;’i]?Sx(S};
c)A={z€Z|z?+52+10=1n% ne N}, B={-6,-3,-2,1};
d)A={z€Z|z?+32z-3= n?, ne IN}. B={-7,-4,1.4};
e)A={z€Z2?+11z +20=n?, ne IV}, B = {-16,5};

f)A = {z € R||z—1|+|z—2| > 5}, B = {z € R|(5/(z—4)) > -1}
g) A={z e R||z|+|1-2z| > 2}, B={z € R|4z*> -4z -3 > 0};
h) A={r e R|42?2 - 42-3>0}, B={z € R|(3/(z+1)) <1}.

11. Fie 4 = {1,2,3,4,5,6,7}, B = {5,6,7,8,9,10}. Folosind
simbolurile U, N, \, C (complementara), exprimati cu ajutorul lui A, B
si IN* multimile:

a3 =45,6,T})

b) Ay = {1,2.3,4};

c) Az ={1,2,83,4,5,6,7,8,9,10};

d) Ay = {8.9,10,...};

e) .45 = {8.9._ 10};

f) dg = {1,2,3,4,11,12,13,...};

g) Az = {1,2,3,4,8,9,10}.

12. Si se determine multimea E, in caz ca nu este indicata, si
partile sale A, B, C care satisfac concomitent conditiile:

a) AUB ={1,2,3.4,5,6,7}, An B = {1,2}, A\ B = {53};

b) 4 = {2,5,9.13,18,20}, B = {2,6,18,20},
AU B = {1,5,6,9,13,14};

¢) AnNB ={1,3}, 4 = {5,6,7,9,10}, A A B = {2,4,5,8,9,10};

d) AuB = {1,2,3,4,5}, A\ B ={1,4}, An B € {3.4,5},
E ={1,2,3.4,5};

e) AUBUC =1{1,2,3,4,5}, AnBNC = {4}, A\ B ={1,2},
A\NC={1,3},5¢ AUB, E={1,2,3,4,5};

f)E={1,2,3,4},1€ A, {2,4}nB=92,3€ ANBNC,4€ ANC,
ANBZC,BUCZ A, AUBUC = E,

g) E ={1,2,3,4,5}, AUB = E, ANB = {2,3},{2,3,4,5}NB £ A,
{1,4}Nn A ¢ B;

h) E = {1,2,3}, AUBUC = E,AnNB ¢ C,ANC ¢ B, BNC = {2},
1€ B\ C;

i) E ={1,2,3,4,5}, AUB=FE, AnB ={1,2},5 ¢ A\ B,
A are mai multe elemente ca B;

i) E=1{1,2,3,4,5,6}, AUBUC = E, ANBNC = {5},
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A\ B ={1,3,6}, A\C = {1,2,4};
k) E= {1‘2.3._4_}. ANB ={1,2}, A\B = {1,2.4},{1,2,3} ¢ B,
A are mai putine elemente ca B;
) A={1,2,3,4,5,6}, B = {1,5,6,7}, AUB = {2,3,4,7,8,9, 10},
AN B = {8,9,10};
m) E = {a,b,c,d,e.f._g,h‘,i}, ANB ={d,f 1},
AU{c,d.e} = {a,c.d, e, f.h,i}, BU{d,h} = {b,¢, d,e.f,g,h,i};
n) E={1,2,3,..., 9}. An B = {4,6,9},

AU{3,4,5} = {1,3,4,5,6,8,9}, BU{4,8} = {2.3,...,9).

13. 54 se determine multimile A. B. A U B,ANB,A\ B,B\ A,
A8 B AU(B\A4),A\(B\A)\AxXxB BxA(AUB) x 4.
B x (A\ B), daca:

8n — 18
Ai=i 2 N — i N .
a) A4 {.relf\’:r 2nh9_n€ }
£ 1
B = xEZm:gn il B,REJE'V ;
In—8
2 1
b)»i:{xEQm: i3 ,nem’}
2n — 3
3k+1 .
B_{yer_:gk_zk }F\}
c)i:{.vEWa:=n4_:2._n€W},
6 7 §
B:{yez‘y: n+‘,neﬂ'}
| 3n+1
{2z +5 .
d)A=<rec IV e IN ;.
z+1
i} 2n% 4+ 4n + 2 ’
B:{ceﬂ' = 1 ,nelf\r}.



1 2_
e)A:{xEZI+ 20},8-_-{1: 7|2 f””ﬁez}
3—=2 -1
f)i—{x€Z3_3>l B—{xen‘;”m
B S+ )7 5+~
1 1
g)A:{rez‘%ez}B:{meﬁ\' - ez};
_— x_
h)“{“"’ezllz_i'ﬂ'sez
A = ] +3 3
2 -5z+6
B=dreN|———"¢2
{re Z13 € },

i)A={ze N*|z=2n,n=1,10},
B={ye N*|ly=4m+6n, m=1,3,n€ {-1,0}}

jJA={z € R||z— 7]+ |z+ 7| = 14}.
B={z€Z||lz+3|+ | -9 =14};

k)A={n?-5ne N}, B={n*+5ne€ N}

1) A={n?-50ln€ IN}, B={n?+50jn € IN};

m) A = {n? —=500|n € N}, B = {n*+500|n € IN};

n) A={z € Rlz—Vz?—1=+2}, B={z € R|82%-2V2z+3=0}.

n — ¢ P
r=——,ne N>,
n+3 }
a) Sa se determine multimile:
A={z o M|z<6},B={z € M|z <T7},C={z€ Mz €Z}.
b) Cate elemente are multimea D = {z € M|z < (699/100)}?

14. Fie M = {er

15. Si se determine multimile A, B C E. daca
AAB={2,458,910}, AnB={1,3}, A= {5,6,7,9,10},
E ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

_ 16. Sd se determine multimea E si partile sale A si B, daca
A = {2.5,9,13.18,20}, B = {2,6,18,20}, AU B = {1,5,6,9,13,14}.

17. Comparati multimile A si B, daca:
a) A= {re R|Vz?-25< z+1},

lfz+1>0,
B_{IEB‘{ ?-25<(z+1) [’

b) A= {z € R|Vz?-16-(2? - 80) < Vz? — 16},
. 22-16>0, |.
B_{lelRl{ 22 -80z <1 }’
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A={z € R|V6+ 2 —22>2z -1},
6+z—22>0,

B—{xeﬂt{ 22 -1 >0, }
6+z—22> (22 -

d}A:{xEﬂZ|2x—3—-1—<x-—4— : },
r—25

-

-5
B={zcRj2z-3<z-4});

e) A= {xe R —g(x—xg—l)(x+4) < —g(z—xz—l)(&z—l—l)},

B={zec Rlz+4< 3z +1};

f)4={:cem%2-<0} B:{:cGlR'( 4 )2<0}-
‘ vz +1 ' vz +1 '
g)A={ze RV +3-V/z-3<1/2},

={z € R]2:/(z + 3)(z-3) < 1}.

18. S& se determine valorile parametrului real m pentru care
multimea A are un element, doui elemente sau este vida, daci:
a) A= {z € Rlz?> + mz + 1 = 0};
b) A = {z € R|mz* - 52 + m = 0};
c) 4_{:.ceﬂ{[:r: —ma:+3_0}
= {z € R|2? - 2(m — 2)z + m? — 4m + 3 = 0};

e) A={z € R|(m+ 1)z — (5m + 4)z + 4m + 3 = 0};

A= {z € R|z? —m:.c+36—0}
g)A {z € R|(2m — 1)2% + 2(1 — m)z + 3m = 0}:
h) A= {z € Rlmz? - (m+1)z+m—-1=0}.

19. 54 se determine numarul de elemente ale multimii A:
a) A={z € Qe = (n?+3)/(n? + n), n =T,50};
b) A= € ——-—-.36Z.z<4.':
)4={seqls e el < 95
c) A= {z € Z|(z? + 1)(5 - 2?) > 0};
d) A= {z € Z|(2% - 3)(2? - 33)(2? — 103)(2? — 203) < 0};
e]A:{IEZ‘x: z+4, ZEZ}:
z+1
z+4
= , 2 E Z}.
+1
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20. Se considerad multimile A, B, C. Si se determine AN BN C.
a) A={10z+3lze N}, B={12y+ 7y € N},
C={152+13|z€ N};
b) A = {15n — 700|n € IN}. B = {270 — 10m|m € N},
C = {48k + 56]k € IN }.

21. Si se determine A N B, daca:

a) A={6n+7ne N}, B={114-Tmlme IN};

b) A={3p+28lpe IN}, B={107 - 14glg€ N};

c)A={3n-2|ne IN}. B= {1003 - 2m|m € IN}.

22. Si se demonstreze proprietitile operatiilor cu multimi
(vezi p. 1.1).

23. Si se demonstreze egalititile (A, B, C etc. multimi arbitrare):
a) A\B=A\(ANB)=(AUB)\B;

b) A\ (BUC) = (4\ B)n(4\C);

¢) A\(BNnC)=(A\B)U(A\C);

d) (AnB)\C = (A\C)N(B\C);

e) (A\BINC =(ANC)\(BNC)=(ANC)\ B;
£) (AU B)\C = (A\C)U(B\C);

g) (A\B)\C = A\ (BUC)

h) A\(B\C) = (A\ B)U(ANC);

i) AN(BaC)=(ANB)a(ANC);

j)(AnB)a A= A\ B;

k) Au([B:) =4V By

f=1
n

=11
) A\ () B) = JA\ B
=1 =1

m) A\ (| B:) = [)(A\ B:).

i=1 =1

24. Fiind date multimile A = {1,2,3}, B = {2,3,4}, C = {3,4,5}
si D = {4,5,6}, s se scrie elementele urmatoarelor multimi:

a) (Ax A)n (B x B);

b) A? x C%;

c) (A\ B) X (C\ D);

d) (AN B) x (CnB),

e) (AUB) x (BUD);
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f) (A x B)\ (C x D);

g) (A\ B) x (C'n B);

h) (A\C) x (B\ D);

i) (A\(C\ D)) x ((D\ B)U A);
i) (AaB)x (D a B).

25. Fiind date multimile 4,B si C, rezolvati ecuatiile
(AfB)A X =C,unde f € {U,n, \,a}:

a) A={1.4.6}, B={5,7,9},C = {1,2,3,4,5,6.7,8,9};

b) A={4.5,6}, B ={1,2,3,4,5.6,7}, C = {1,5,6,7}.

26. Sa se determine multimile AN B, AU B, A, B. A \ B, B\ A,
AU(B\A), An(A\ B), daca:

a) A={z € R|(z-3)(2+z)(4—z) > 0}, B={z € R|z>~Tz+12 < 0};

b)A={re R|42®> - 12 +5< 0}, B={z e R|1/2< ¢ < 5/2};

¢)Ad={z € Rlx>-52+6 <0}, B={z € R|1 <22 +7<3):

d)A={z € R|(z*-4)(¢+1)>0},B={z € R|z®>-2z -3 > 0};

— . < N a2 — 5:1:2:6:1:, M
e)A—{aem:em-J—w+3w}=3—{1‘€ﬂ3[5x+4:o |

f)A={z € R|(2?-42)(2+1) < 0}, B = {z € R|2? -2z -3 < 0};
8) A={z € RBz(z - 2) - (z + 1)(z - 13) = 0},
[ 22+ 7 =0, )
b= {"’GIR | 1322 - 142 +9=0 }
h)y A= {2 € R|3(z - 9)? - 2(z — 9) — 16 = 0},
2% — 142 + 49 = 0,
B:{xER x__g(x_{'i):?-_Q},
s\ T3) 73
i) A={z€R4(2z 32— 4(22 - 3) + 1 = 0},
\/ﬁxg—:c{—?:ﬂ, X
B‘{“‘R [3(4x~7)(x2+1):0 }
i) A={z € R|]20-1| < [42+1]}, B={z € R| |3z—1||2e+3] > 0}:
k)A:{:cEIRH4—3¢[22-3:},B={:cGlR]I?:c—~3J2‘23:—3};
l)A:{xEEi|63:2—2x+151},B={xEIRJ:r2—|—21x|—3£O};
m) A = {z € R||e|+|z~1| < 5}, B = {z € R| |z +1|+|z—2| > 5};
n)A={z€Rllle-3+1/>2), B={zc Rl|jz—1]42] < 3},




CAPITOLUL II

Relatii, functii
2.1. Definitii gi notatii

1. Relatii, tipurile lor. Compunerea relatiilor.

Fie A si B doud multimi nevide, jar A x B produsul cartezian al
lor. O submultime R C A x B se numeste relatie intre elementele
lui A si elementele lui B. In cazul cind A = B,orelatie RC Ax A
se numeste relatie binara definitd pe mulfimea A.

Daci existd o relatie R C A x B, atunci pentru o pereche ordonata
(a.b) € A x B putem avea (a,b) € R sau (a,b) ¢ R. In primul caz
scriem aRb si citim “a este in relatia R cu b”, iar in al doilea caz -
a R.b. care se citeste “a nu este in relatia R cu b”. Retinem deci cd

aRb < (a.b) € R.

Prin domeniul de definitie al relatiei R C A x B vom intelege
submultimea éz C A ce constd din acele si numai acele elemente ale
multimii A ce se afli in relatia R cu un element din B, adica

b= {z € Al(3)y € B, (z,y) € R}.

Prin domeniul de valori al relatiei R C A x B vom intelege
submultimea pr C B ce constd din acele si numai acele elemente ale
multimii B care se alfd in relatia R cel putin cu un element din A,
adica

pr={y € B|(3)z € A, (z,y) € R}.

Relatia inversi. Daci avem o relatie R C A X B, atundi prin
relatie inversH a relatiei R vom intelege relatia R™! C B x A definitd
de echivalenta

(b,a) € R~! & (a.b) € R,
adica

R~ = {(b,a) € B x A|(a,b) € R}.
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Exemplul 1. Fie A = {1,2}, B = {4, 5,6} si relatiile
a={(1,5),(2,4),(2,6)} C Ax B, B ={(2,4), (2,5), (2,6)} C Ax B
si7={(4,1),(4,2),(5,1),(5,2)} C B x 4.

S5d se determine domeniul de definitie si domeniul de valori ale aces-
tor relatii si relatiile inverse respective. :

Solutie. a) &, = {1,2} = 4, p, = {4,5,6} = B; a™! =
= {(5.1), (4,2), (6,2)}; 8,-1 = B, p,-1 = A;

b) 6.3 = {2}’ Pp = {43516} = B; ﬁ_l = {(432)! (5,2), (612)};
g1 = B, pg = {2}

¢) 8, ={4.5}, p,={1,2} = 4; 771 = {(1,4), (2,4). (1,5), (2,5)};
5,?—1 = A, Py—1 = {(4,5)}

Compunerea relatiilor. Fie A4, B,C trei multimi si sd con-
sideram relatiile R C Ax B, S C B x C. Relatia Ro S C A x C
construitd in conformitate cu echivalenta

(a,c)€e RoS & (3)be B ((a,b) € R A (bye)€ S),
adica
RoS ={(a,c)e AxC|(3)be B((a,b)€ R A (b,e)e S)}CAxC,

se numeste compunerea relatiilor R si §.

Exemplul 2. Fie A, B, a, 3,7 cele din exemplul 1. Si se determine
aoa,a0f3, a0y, B0y, 8 loa, B 1of, 0371, v lop-15si (Boy)™1.
Solutie. Atragem atentie c& compusul relatiilor @« C C x D cu
B C E X E exista, daca si numai daci D = E.
a) Deoarece a C A x B, 3 C A x B, rezulti c¢i oo a si o3 nu
exista.
b)aCAXBsiyCBxA=ao0y€ AxA. Determinam o o 7:
(,5)€asi(5,1) ey = (1,1)€aoy,
(1,5)€asi(5,2)€y=(1,2) €aon,
(2.4) € asi{(4,1), (4,2)} Cv = {2.1), (2,2)} Caon;
(2,6) € o, insa in 4 nu avem nici o pereche cu prima component3 6.
Rezultd a 0y = {(1,1), (1,2), (2,1), (2,2)}.
¢)BC AXB,yC BxA= [o7 existi. Repetand rationamentele
din p. b), obtinem
Boy={(21), (2,2)}-
d)3'CBxAsiaCAxB=>810aCBxB si
B loa= {(4,4), (4,6), (5,4), (5,6), (6,4), (6,6)}.
e) B 1CBxA5iBCAXB=3103CBxB s
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3108 = {(4,4), (4,5), (4,6), (5,4), (5,5), (5,6), (6,4), (6.5),
(6,6)} = B2.
f)BCAXB si F7'CBxA=>B0B1CAXA ¢
Bo Bt ={(2,2)}-
g)7 1CAxB s 371CBxA=>7 1o 1CAXA s
1710 871 = {(1,2), (2,2)}.
h) (Boy)™! = {(1,2), (2.2)} =77 0 871,
Relatia de egalitate. Fie A o multime. Relatia
1, ={(z,z)lz€e A} =0 CAXA
se numeste relatie de egalitate pe A. Adica
zly e r=19.
De un real folos este
Teorema 1. Fie A,B,C,D mulfimi si RC Ax B, S C B xC,
T C C x D relatii. Atunci
1) (RoS)oT = Ro(SoT) (asociativitatea compunerit relatitlor);
9)1,0R=Rols=R;
3 (RoS)t=8"eR";
LR =R

Relatii de echivalents. Relatia binard R C A? se numegte:

a) reflexivi, dacd z Rz oricare ar fi z € A;

b) simetricd, dacid (zRy = yRz), (V)z,y € A;

¢) tranzitivd, daci ((zRy A yRz) = zRz), (V)z,y,2 € 4;

d) antisimetrica, daci ((zRy A yRz) =z =y), (V)z,y € A4;

e) relatie de echivalentd pe A, daci ea este reflexiva, simetricd
§i tranzitiva;

f) antireflexivi, dacd z Rz oricare ar fi z € A.

Fie R o relatie de echivalentd pe multimea A. Pentru fiecare ele-
ment z € A, multimea

R = {y € AlzRy}
se numeste clasa de echivalentd a lui z modulo R (sau in raport cu
R), iar mul{imea
A/R = {R;|z € A}

se numeste multime factor (sau multime cat) a lui A prin R.

Proprietitile claselor de echivalentd. Fie R o relatie de
echivalentd pe o multime A si z,y € A. Atunci au loc urmitoarele
afirmatii:

1)z € Ry

2)R, =Ry & zRy & y € Ry;
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3) R. # R, & R.NR, = @;

4) | B = A

TEA
Partitii pe o multime. Fie A o multime nevida. O familie de

submultimi {A;|i € I} ale lui A se numeste partitie pe A (sau a lui
A), dacd sunt satisfacute urmitoarele conditii:

1)iel= A; # a;

2}.4,‘#14@#14;(1.43':@;

3 JAi = A

i€l

Teorema 2. Pentru orice relatie de echivalentd R pe multimea A,

mul{imea factor A/R = {R;|z € A} este o partifie a lui A.

Teorema 3. Pentru orice partitie S = {A;li € I} a lui A, ezistd o
unicd relafie de echivalenid as pe A, astfel ca
Alas = {A;li € I}.
Relatia as C A? se construieste dupi regula
rasy & (3)iel (z€ A; A ye A;).
Se stabilegte ugor ci as este relatie de echivalenti pe A si egalitatea
ceruta.

Exemplul 3. Definim pe multimea Z relatia binari o in conformi-
tate cu echivalenta aab < (a—b)'n, unde n € IV*, n fixat, (V)a,be Z.

a) Sa se demonstreze ci a este relatie de echivalentd pe Z.

b) Sd se determine structura claselor de echivalenta.

¢) 54 se construiasca multimea factor Z/a. Aplicatie: n = 5.

Solutie. a) Fie a,b,c € Z. Atunci:
1) reflexivitatea a — a = 0'n = aaa;
2) simetria aab = (a — b)in = —(b - a)'n = (b— a)'n = baa;
3) tranzitivitatea (aab A bac) = ((a—b)'n A (b—c)n) =
= ((a=b)+(b—¢))n = (a—-c)n = aac.
Din 1) - 3) urmeaza cd a este relatie de echivalenti pe Z.
b) Fie a € Z. Atunci
a,={b € Zlaab}={b € Z|{(b—a)n}={bec Z|(3)t € Z: b—a= HE) =
={b€Z|(3)t€Z: b=a+nt} ={a+ntlt € Z}.
In conformitate cu teorema impartirii cu rest pentru numerele
intregi a si n, obtinem
a=ng+r,, 0<r,<n-1.
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Atunci
a+nt=nqg+r,+nt=r,+(nt +ng)=r,+ ns,
unde s =t + ¢ € Z, gi de aceea
a, = {rq + ns|s € Z},
unde r, este restul de la impirtirea lui a prin n. Insi
a=ng+r, S a—r,=nq (a—1,)n S aar, & g = Q,,.
Cu alte cuvinte, clasa de echivalenta a lui @ € Z coincide cu clasa
restului de la impartirea lui a prin n.
¢) Deoarece prin impartirea la n se pot obtine numai resturile
02 . n—1, din p. b) rezultd cd avem exact n clase de echivalenta
diferite:
g, 1,Q2,... ;an—l'
De obicei se foloseste notatia a; =1, i = 0,n — 1. Atunci
Z/a={0,1,2....,n -1},
unde ¢ consti din acele gi numai acele numere intregi care la impartirea
prin n dau restul i, i =0,n — 1.
Pentru n = 5, obtinem

cu
0 = {+0,£5,410,+15,...} = {5t|t € Z},
1={1+5¢lge 2} ={...,-9,-4,1,6,11,...},
9={2+5ss€2}={...,-8,-3,2,7,12,...},

3={3+5ujueZ}=4...,-7,-2,3,8,13,...},

4={44+5vjveZ}={...,-6,-1,4,9,14,...}.

Definitie. Relatia o se numeste relatie de congruentd modulo
n pe Z, iar clasa @ = «, se numeste clasa de rest modulo n si
elementele el se numesc reprezentantii acestei clase.

Notatia obignuita:
aab & (a —b)n & a = b(modn) (a este congruent cu b modulo n),
iar

Z)a=12Z,={0,1.2,....n -1}

este multimea tuturor claselor de resturi modulo n.

Exemplul 4 (geometric). Fie # un plan i L multimea tuturor
dreptelor din plan. Definim pe L relatia binara 8 in conformitate cu
di18d; < dy “ ds, (V] dy.ds € L.

a) Sa se arate ca 3 este o relatie de echivalenta pe L.
b) Sa se descrie clasele de echivalen{a modulo 3.
¢) Sa se indice mul{imea factor.

37



Solutie. a) Este evident ¢ 3 este relatie de echivalenta (fiecare
dreaptd este paraleld cu ea insasi; dacd d; || dy = dy || d; si
(dl “ da A dy ” d3) = dq ” dg)
b) Fie d € L. Atunci clasa
Ba = {l € Lllad} = {l € L|i||d}
constd din acele gi numai acele drepte din L care sunt paralele cu
dreapta d.
c) L/B = {Bald € L} este o multime infinitd, deoarece in planul =
avem o infinitate de directii.

Exemplul 5. Se di multimea 4 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} si pirtile
el Al s {1..2}., Ag — {3,4,6}, A3 — {5,7.,8}, A4 = {9}, Bl = {1,21
4}, B, = {2,5,6}, B3 = {3,7,8,9,10}.

a) Sa se arate ca S = {A;, Ay, A3, A4} este partitie a lui A.

b) Sé se determine relatia de echivalenti as pe A.

c) Este T = {By, B,, B3} o partitie pe A?

Solutie. a) 1) Observim ¢ A; € S = A; £ 0, i =1, 4;
_2) A1NA; = A1NA3 = A NAs = AsNAs = Ao N Ay =
= AsNAy =0
3)A1U.42UA3UA4ZA}

adica sistemul 5 de submultimi ale multimii A defineste o partitie pe
A.

b) In conformitate cu teorema 3, avem

(2,9) € as & zasy & ()i € {1,2,3,4} (z € A; A y € Ay).

Deci
Qs = {(191)5(12)- (271)1(22)1(333)1 (3a4)=(3!6)1(453)?(474):(456)9(61&:
(6:4),(6,6).(5.5), (5,7), (5.8, (8,5). (8.8),(8,7), (7,5), (7:7), (7.8), (9.9)}.

1) B:eT = B; #0; i=1.3;

2) BijUB;UB3 = A;
3) BlnB2 o {2} 7£ a,

ceea ce demonstreaza ca sistemul 7" nu defineste o partitie pe A.

Relatii de ordine. O relatie binard R pe multimea 4 se numeste
relatie de ordine pe A, dacd este reflexivd, antisimetrici si tranzi-
tiva.

Daca R este o relatie de ordine pe A, atunci si R™! este de asemenea
o relatie de ordine pe A (verificati!). De obicei, se noteazi relatia R
cu ,,<” si relatia R~ cu “>”, astfel ci

Ty y2z.
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Cu aceasti notatie, conditiile ca ,,<” este o relatie de ordine pe mul-
timea A se scriu:

reflexivitatea z € A = z < 1}

antisimetria (z <y Ay<z)=>T=Y;

tranzitivitatea (z <y Ay < 2) 2>z < =

Exemplul 6. Pe multimea IV definim relatia binard 7 in conformi-
tate cu
aybe (3)ke IN(a=b-k).
S% se arate ci 7 este o relatie de ordine pe IV.

Solutie. Verificim conditiile din definitia relatiei de ordine.
1) Reflexivitatea
a=a-1= aya, (V)a€ N.
2) Antisimetria. Fie a,b € IN cu avb si bya. Rezulta cd exista
numerele naturale ¢,d € IN cua =b-csi b=a-d. Atund
a=b-c=(a-d)-c=a-(d-¢)=>d-c=1=>d=c=1,
ceea ce implica
a=b-c=b-1=0b.
3) Tranzitivitatea. Fie a,b,c € IV cu ayb si byc. Atunci exista
w,v € IN cu @ = busi b= cv si de aceea
a = bu = (cv)u = ¢(vu) = aye.
Deoarece v -u € IN, este adevirata implicatia
(avb A byc) = aye,
ceea ce demonstreazi cd v este o relatie de ordine pe multimea N.
Remarcs. Relatia de ordine vy se numeste relatie de divizibilitate
pe IN si se noteaza a:b, adica
ayb= abe (ke N(a=b-k) & bla
(bla se citeste “b divide pe a”, iar a:b “a este divizibil prin b”).

II. Relatii functionale. Fie A si B doua multimi. O relatie
R C A x B se numeste aplicatie sau relatie functionala, daca sunt
satisficute conditiile:

1) (V)z € A(3) y € B, astfel incat zRy;

2) (zRy A 2By1) = ¥y = -

O aphicatie (sau functie) este un triplet f = (A,B,R), unde A
si B sspt'doud multimi si R C A x B este o relatie functionald.

Dacd R C A x B este o aplicatie, atunci pentru fiecare element
¢ € Aexisti, conform conditiilor 1) si 2) de mai sus, un singur element
y € B, astfel cd zRy; notim acest element y cu f(z). Deci
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f(z) =y & zRy.

Elementul f(z) € B se numeste imaginea elementului z € A prin
aplicatia f, multimea A4 se numeste domeniul de definitie al lui f
notat prin D(f) = A, iar multimea B se numeste codomeniul lui f
st spunem, de obicei, ci f este o aplicatie definitd pe A4 cu valori in
B. Relatia functionald R se numeste si graficul aplicatiei (functiei) f,
notat, ulterior, prin Gy. Pentru a arita ci f este o aplicatie definiti

pe A cu valori in B, scriem f: A — B sau A L, B, iar in loc de a
descrie care este graficul lui R (al lui f), indicdm pentru fiecare z € A
imaginea sa f(z). Atunci
y=flz) e 2Ry & zRf(z) & (z,f(z)) € R = Gy,
adica
Gy ={z, f(z))|lz € A} C A x B.

Egalitatea aplicatiilor. Doui aplicatii f = (A,B,R) si
g = (C,D,S) se numesc egale daci si numai daci au acelasi dome-
niu A = C, acelasi codomeniu B = D si acelasi grafic R = §.
In cazul cind f.9: A — B, egalitatea f = g este echivalenti cu
f(z)=g(z).(V)z € A, adici

f=ge (V)ze A (f(z)=g(z)).

Aplicatia identicd. Fie 4 o multime. Tripletul (A, A,1,) este,
evident, o aplicatie, care se noteazi cu acelasi simbol 1, (sau ¢) si se
numeste aplicatie identicd a multimii A.

Avem

lLz)=y & (z,9)€lysz= .
Prin urmare,
14t A — Asi 14(2) = z pentru (V) z € A.

Prin F(A, B) vom nota multimea functiilor definite pe A cu valori

in B. Pentru B = A, vom folosi inscrierea F(A) in loc de F(A, A).

In cazul unei multimi finite 4 = {a,a,,... Jan}, o functie
p: A — A se da uneori cu ajutorul unui tablou de forma
aq as R ay
o) | elar) [ elaz) [ ... ] oan)

in care in prima linie se trec elementele ay,as,...,a, ale multimii A,
lar in a doua linie se trec imaginile respective ale acestora prin o,
anu‘fne @(al)! LID(U'?)! sieim 75’9({111)‘

In cazul cand A = {1,2,...,n}, vom folosi pentru a determina
aplicatia ¢: A — A si notatia
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,_( 1 2 3 ... n-1 n )

P p() 92 93) ... pn—1) ¢n) )’

mai frecvent folositi pentru inscrierea aplicatiilor bijective ale multimii
A in ea insigi. De exemplu, dacdi A = {1,2}, atunci elementele lui
F(A) sunt:

(1) (D (D) -0 2)

Daci f: A — B, X C A, Y C B, atunci introducem notatiile:
f(X)={be B(3)z € X: f(a)=b} = {f(z)le € X} C B
- imaginea submultimii X prin aplicatia f.
in caz particular, @(A) = Ime, imaginea aplicatiei ¢;
fUY)={ec A(@)yeY: fla)=y}={a€ Alfl)eY}C A
este preimaginea submultimii ¥ prin aplicatia f.
in caz particular, pentru y € B, vom scrie in loc de 1y}
simplu f~!(y), adica
fHy) = {a € Alf(a) =y}

~ multimea tuturor preimaginilor lui y prin aplicatia f, iar
f~1(B) = {a € Alp(a) € B}

- preimaginea completa a multimii B prin aplicatia ¥

Compunerea aplicatiilor. Consideram aplicatiile f = (A. B, R)
si g = (B.C,S). deci codomeniul lui f sd coincida cu domeniul lui g.
Formam tripletul go f = (A,C, R0 §).

Atunci g o f este de asemenea o aplicatie, numita compusul
aplicatiei g cu aplicatia f, iar operatia “o 7 se numeste compunerea
aplicatiilor. Avem
(gof)z)=24 (z,2) € RoS & (y € B((z, ) ERA(y,2) €ES) &

& (3)ye B: zRy A ySz e (I)ye B: (f(z)=y A gly)=2)&
& g(f(2)) = =,
adica

(go f(z) = g(f(z)). (V)z € A.

Teorema 4. Fie date aplicatitle A J. B2 ¢ L D. Atunci
a) (hog)o f=ho(go f) (asociativitatea compunerii aplicatiilor);
b)fOlA:lBOf:f.
Exemplul 7. Consideram relatiile R C IR x R §i S C [0,+20)X
x[0,+20), T C R X IR, definite astfel: zRy < z? = g,
zSyeoz=y% Ty y=z+1
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A. 54 se determine care din relatiile R, R~!, §, 51, T,T-! sunt
relatii functionale.

B. Sa se gaseasca functiile determinate in p- A.

C. 54 se calculeze fog,go f, foh, hof,hoh™' h=Yoh (f,g,h
functiile din p. B.)

D. 54 se calculeze (f o h)(—3), (A= 0 h)(1/2), (h o £)(1/3).

Solutie. Rezolvam A si B concomitent.
a) Examinam relatia R.
r€R=22c R=yc R, adici

1) (V)2 € R(3)y = 2? € IR, astfel incit zRy:

2) (zRy N 2Ry1) = (y =2 Ay = 22) = y = y1, adicd R
este relatie functionald. Notim aplicatia determinati de R prin f,
f=(R,R,R).

b) Examindm relatia R~!.

yR 'z & zRy & y = 22,
adicd daca y € R = {a € IRla < 0}, atunci nu existi nici un
¢ € IR, astfel incit yR~1z, ceea ce demonstreazi ci R=! nu este
relatie functionala.

c) Pentru relatia S, avem: S si $~1 sunt relatii functionale. Notam
prin. g = ([0,+0), [0,+0), 5) i g7' = ([0,+00), [0,+00), §-1)
functiile (aplicatiile) definite de S i S~1, respectiv.

d) Examindm relatia T

l)z€IR=2z+1€ R si deci

(V)2 € R(3)y =1z + 1€ IR, astfel ci zTy;

2) @Ty A aTy) = (y=2+1 Ay =24+1) = y =y, ce
demonstreaza ca T este relatie functionals.

e) Pentru relatia 7, obtinem:

Iz e alTysy=c+1=>z=y-1.

1)(V)y€ R(3) z =y — 1€ R, astfel incat yT~'z:

2) (yT7'z A yT7'z1) = (aTy A 21Ty) = (y =z +1 A y =
=n1+1)=z+1=z+1= 21 = 7, adici T-! este de asemenea
relatie functionald. Notim prin h = (IR, IR,T) si h~! = (R,IR,T™1).

C. Din A si B rezulta
flz) =2z € R, g(z) = \/z,z € [0, +o0), h(z)==z+ 1,

te€R h Y z)=2z-1,2€ R.

a) Atunci fog, gof si goh nu exists, fiindci domeniile si codomeni-
ile nu coincid (f = (R,R,R), g = ([0, +00). [0,+), S), h = (R.
R.T)).
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b) Calculdm foh, ho f,hoh™' §i A7  oh.
(f o h)(z) = f(h(z)) = fz + 1) = (z + 1)’

(ho f)(z) = h(f(2)) = h(z?) = 2 + L;
(hoh™Y)(z)=h(h"Hz))=h(z-1)=(z-1)+1=2= 1a(z);
(kYo h)(z) = k7 (h(z)) = h~ Yz + 1) =(z +1) - 1=z = 1g(2).

Deci foh#hofsihoh™l =h™loh=1g.
D. Calculim: (foh)(=3) = (z+1)* /=3 =4, (h~1 o h)(1/3) =
—1/2, (ho ))(1/3) = (22 + 1)/amyja = 1/9+1 = 10/9.

Aplicatii injective, surjective si bijective. O aplicatie
f: A — B se numeste:

1) injectiva, daca f(a1) = flaz) = a1 = aa, (V) ar,a2 € A
(echivalent: a; # a2 = f(a1) # f(a2));

2) surjectivi, daci (V)b B(3)a € A: fla)=b
(orice element din B are cel putin o preimagine in A);

3) bijectiva, dacd f este injectiva si surjectiva.

Remarci. Pentru a demonstra ci o functie f: A — B este sur-
jectiva, trebuie ca ecuatia f(z) = b sd fie rezolvabild in A pentru orice
be B.

De un real folos sunt

Teorema 5. Fiind date aplicatfiile A S C, avem:
a) dacd f si g sunt injective, atunci g o f este ingectivd;
b) dacd f si g sunt surjective, atunci g o f este surjectivd,
¢) dacd f si g sunt bijective, atunci g o f este bijectivd;
d) dacd g o f este injectivd, atunci [ este injectivd;

e) dacd g o f este surjectivd, atunci g este surjectivd.

Teorema 6. Aplicatia f: A — B cu graficul Gy = R este
aplicatie bijectivd, dacd si numai dacd relatia inversd R™! este o relatie
functionald (f~! este aplicatie).

Aceastd teorema rezultd imediat din
(y.z)€e R' e yR 'z & fH(y) =2 & sRy & y = f(2).

Aplicatia invers&. Fie f: A — B o aplicatie bijectiva cu grafi-
cul G5 = R. Din teorema 6 rezulfa cd tripleful f~! = (B, A, R™!) este
o aplicatie (functie). Aceastd functie se numeste inversa functiei f.
Avem

f~1: B — A, iar pentru y € R,
fUy)=ze yR 'z o zRy & f(z)=y,
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- adica

(y.z) e R71 =G & (z,9) € R =Gy

Teorema 7. Aplicatia f: A — B este bijectivd, dacd §1 numai
dacd eristd o aplicatie g: B — A cu gof =148 fog=1, In
acest caz, avem g = f~1,

III. Functii reale. Functia f: A — B se numeste functie de
variabild reald, daci 4 = D(f) € R. Functia de variabily reals
f: A — B se numeste functie reald, daci B C IR. Cu alte cuvinte,
functia f: A — B se numeste functie reals, daci 4 C R si BCIR.

raficul functiei reale f: A — B este submultimea G5 a lui [R?,
formata din toate perechile (z,y) e R’ cuze A sl y = f(z), adici

Gy = {(z. f(2))|z € A}.
Dacd functia f este inversabili, atunci
(y,z) € Gf—l & (z,y) € Gy.

Traditional, in loc de f~Hy) = z se scrie ¥y = f~Y(z). Atunci graficul
functiei inverse f~1 este simetric cu graficul functiei f in raport cu
bisectoarea y = 2.

Exemplul 8. Pentru functia
Ji [0,30} = [0,00)., V= f(.’.!'.‘) = 5327
functia inversi este
f71:[0,00) — [0,00), y = f1(2) = /7.

Graficul functiei f este ramura parabolei y = z2 cuprinsi in cadra-
nul I, jar graficul functiei f~! este ramura parabolei z = y? cuprinsi
in cadranul I (fig. 2.1).

Operatii algebrice cu functii reale. Fie f,g: D — IR dous
functii reale definite pe aceeasi multime D. Considerim functiile:

s=f+¢: D — R, definiti prin s(z) = f(z)+ g(z), (V) z € D;

s = f + g - functia-sumi.

P=f-9: D — IR, definit prin p(z) = f(z)-g(z), (V) z € D:

p= f-g - functia-produs.

d=f-g: D— IR, definiti prin d(z) = f(z) - g(z), (V) z € D:

d=f—g- functia-diferents.
g = g: Dy — IR, definiti prin glz) = ;{%, (V) 2 € Dy,
unde D; = {z € D|g(z) # 0};

g = P functia cat.
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\f1: D — IR, definita prin |f|(z) = |f(z)| = {_}(533:;2 ﬁzl =

pentru (Y)z € D;

| f| = functia modul.

Fig. 2.1

Exemplul 9. Fie f,g: [0,400) — IR cu f(z) = 2* §i g(z) = V.
Sa se determine f g, f-gsi f/g.

Solutie. Deoarece functiile f,g au acelagi domeniu de definitie,
functiile f g, f-g si f/g au sens si

s(e) = (f + 9)(z) = f(z) + g(x) = 2* + Vz, (V)2 € [0, +o0);

d(z) = (f - g)(z) = f(z) — g(z) = 2* = Yz, (V) z € [0, +0);

p(z) = f(z) - g(z) = 2? - Vz, (V) z € [0, +0);

q(z) = f(z)/g(z) = 2*//x = 2z, (V)2 € Dy = (0, +0).

Exemplul 10. Fie f: R — [0, +00), f(z) = 2? si
g: [0,400) — R, g(z) = /2. 54 se determine a) go fsib) fog.

Solutie. a) go f = ¢ are sens si obtinem functia ¢: IR — IR cu
plz)=(go f)(z)=g(f(z)) = g(z?) = V22 = |z], (V) z € R.

b) De asemenea are sens ¥ = f o g: [0,00) — [0.0¢), cu

v(z) = (fog)(z)= fg(z)) = f(Vz) = (Vz)* =2, (V)2 € [0, 0).



2.2. Exercitii rezolvate

1. Fie A = {2,4,6,8} si B = {1,3,5,7}, a C Ax B,a =
={(z,y)lz > 6 sau y < 1}:

a) care este graficul relatiei a?

b} sd se alcatuiascd schema relatiei a.

Solutie. a) Deoarece z € A, iar y € B, rezulti ci
t26wr€{68},y<ley=1.
Deci
a = {(6,1), (6,3), (6,5), (6.7), (8,1), (8,3), (8,5), (8, 7),(2,1), (4,1)}.
b) (Vezi fig. 2.2).

Co O R bt
N W~

Fig. 2.2
2. Fie A = {1,2,3,4} 5i B = {1,3,5,7,8}. S se scrie graficul
relatiei @ = {(z,y)|32 + 4y = 10} C A x B.

Solutie. Observim ci 3z + 4y = 10 © 3z = 2(5— 2y) = z este
par §i (5 — 2y):3. Tinind cont de faptul ci z € A $i ¥ € B, obtinem:
z € {2,4}, y € {1,7}. Egalitatea 3z + 4y = 10 este satisficuty numai
de z = 25i y = 1. Deci G, = {(2,1)}.

3. Fie A = {1,3,4,5} si B = {1,2,5,6}. S4 se scrie relatia a cu
ajutorul literelor z € A si y € B, dacj se cunoagte graficul relatiei a.
Ga ={(1,1), (1,2), (1,5), (1,6), (3,6), (5.5)}.

Solutie. (z,y) € G, & y'z.

4. Considerdim pe multimea numerelor naturale IV relatiile
a,B,v,w C IN?, definite in felul urmitor (z,y € N): a = {(3,5),
(5,3),(3.3),(5,5)}; 2By @z < yizyy & Y-z =12;zwy & z = 3y.
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. a) S se determine b4, Pas 635 PBs 655 Prys Oy P

b) Ce proprietati posedd fiecare din relatiile a,B,y,w?

¢) Si se determine relatiile ™, 87!, 77'si w L

d) S& se determine relatiile 307y, y0 3, 77} 0871, (Boy) !, yow
gi w!

Solutie. a) 1) 6, = {3,5} = pa-

2) bg={z e N|(3)y € IN: zf8y}={z e N|(J)ye IV: < y}=IN
(pentru orice numar natural existd numere naturale ce-1 Intrec).

ps={yeN|3zeN: 28y} ={ye N(A)zecN: z < y} = IN
(pentru orice numar natural existd cel putin un numar natural ce nu-l
intrece).

3) 6,={z € N|(3)y € IN: zyy}={z e N|(F)ye IN: y - r=12}=

={ze N|QyeN:z=y—-12} =N

(de exemplu, 0 =12 -12, 1 =13 - 12 etc.).

py={yeN|FzeN: y=x+12} =N\ {0:1.2,. 21}
(de exemplu, ecuatia 2 = z 4+ 12 nu are solutii in IN).

4)6,={z e N|(Iye N: zwy} ={z € N|3)y € Wiz =

= 3y} = {z € IN|z13} = {0,3,6,9,...} = {3klk € N}.

po={y € IN|(3)x € IN: z=3y}={y € IN|(3)z € IN: y=z:3}=IN

(pentru orice n € IN, avem n = 3n/3).

o Ww.

b) 1) « este simetrica, tranzitivd, dar nu este reflexiva. De exem-
plu, (2,2) ¢ o; deoarece (3,3) € a, rezultd cd o nu este nici
antireflexiva.

2) B este reflexivi (z < z,(V)z € IN), antisimetrica
(zBy A yBz) => (¢ < y Ay < 2) = T = y), tranzitiva
((z < yAy<2z)=>2z<z) Decfesteo relatie de ordine pe
multimea IV.

3) v este antireflexivd (z — z # 12, (¥)z € IN), antisimetricd
(zyy Ayre) = (y—z=12sic—y=12) > c-y=y—z=>2=Yy),
dar nu este simetrici (zyy 2> y—z=12=>z—-y=-12=>29 y), nu
este tranzitivd ((zyy A y12)=> (y—z2=12 A 2-y = 12)=>z-2=
==z z).

4) w nu este antireflexiva (z # 3z, (V)z € V%, 0 = 3-.0), este
antisimetricd ((zwy A ywz) > (e =3y Ay=3z)=>c =97 =
= 0 = y, iar pentru z # 0 # y, egalitdtile z = 3y si y = 3z nu pot
avea loc), nu este reflexivd (de exemplu, 1 # 3.1 = lew 1), nu este
tranzitivd ((zwy A ywz) = (2 =3y Ay =32) > = 9z # 3z, in
general = Tt 2).
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¢) 1) e = {(5,3), (3,5), (3,3), (5,5)} = a.

2) 871 = {(y,2) € IV¥|(z,y) € B} = {(y,2) € IN?|zBy} =

. ={(y,2) € Nz <y} = {(y,z) € N|y > 2}.
ec]

yBlz e y>a. (1)

e)erl ey ereryey-—c=1262=y—12,
adici
Yy e ez =y - 12, (2)

4) (y,z2)ewl e (z.9)ewer=3yey=2z/3,
adica

yw_lz#y::r/i}. (3)

d)1) (z,y)€Boy e (NzeN: (z,2)€f A (z,9) €7 &
S (FzeN:z<:Ay—2=12& (zelN:z2<zAz=
=y-126z<y-1202+12<y,
adica

Boy={(z,y) € Nz +12 < y}. (4)

2)(z,9) €v0B & (3)zeN: (z,2) v A (2,9) €8 (F)ze
€IN: z—z=12Az2<y& (I)ze IN: z=z+12ANz2<y & e+12< y.
ceea ce implica

YoB={(z,y) € N2z +12< v}

3) (u,v) € 771087 & (we IV: (u,0) €771 A (w,0) € 51 &

{éé-g) (NwelN: w=u—-12 A w2reu-12>2v&5 u> v+12,
adica

77 087 = {(u,0) € Vu> v+ 12}. (5)

4) (s,t) € (Boy)~ & (t,5) € Boy E:g i+12 < s @ (s,2) € y~lop L.

Cu alte cuvinte,
(Hogfl=ntag

5)(z,y) €Eyow & (I)z€ IV: (z,2) €9 A (zhy)ewe (Fze
EN:z-z=12A2=3y & (DzeN:z=z+12A2=3y &
< ¢+ 12 = 3y, ceea ce implici

Yow={(z,y) € N3z 412 = 3y}.
6) (u,v) Ewlow e (we IV: (g, w) Ew™ A (w,v) Ew e

C@QueN:u=wBAv=3vou=ve(uo)cly
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ceea ce implica

wlow=1y.

5. Consideram relatia binara definita pe IR in felul urmator
zay S (z=yVet+ty=2).

a) Sa se demonstreze ca « este relatie de echivalenta.

b) Si se determine multimea factor IR/a.

Solutie. a) 1) Deoarece z = z, (V) z € IR, avem xax, (V) z € IR.

2Q)aab=> (a=bVa+b=2)=(b=aV b+a=2)= dbaa.

3) Fie aab si bac, a,b,c € IR. Atunci
{aab/\bac)=:>((azb\/a+b=2)/\(b=cvb+c=‘2]=>
=>((a=bAb=c)V(a=bAbte=2)V(a+b=2Ab=1c)V(at+b=

=2Ab+c=2))=>(a=cV a+c=2)= aac.
(Cu alte cuvinte, relatia binara a este reflexiva, simetrica si tranzitiva,
ceea ce demonstreazi ci a este relatie de echivalentd pe IR.

b) Fie a € IR. Determindm clasa o, de echivalentd a lui a in raport
cu a.

a,={r€ Rlzaa} ={z€Rlz=aVzr+a=2}=

={r€Rlzr=aVz=2-a}={a 2-a}.
Atunci multimea factor este

R/a = {a;|r € R} = {{z. 2 — z}|z € R}.
Observam ca
lagl =1 a=1;|a,] =20 a# 1 (a# b= (@, = & atb=2)).
Cu alte cuvinte, pentru @ # 1, avem a # 2 — a si de aceea a, = ag_g4.
iar multimea factor mai poate fi scrisa

R/a = {ada€ R, a> 1} = {{a, 2 - a}ja > 1}.

6. Fie A = {1,2,3,4,5} si B = {a,b,c,d.e}. Care din diagramele
din fig. 2.3 reprezinta o functie definitd pe A cu valori in B §i care nu?

Solutie. Prin diagramele a), ¢), e) sunt date functiile definite pe A
cu valori in B. Diagrama b) nu reprezinta o functie definita pe A cu
valori in B, deoarece nu este indicata imaginea lui 2. Diagrama d) de
asemenea nu defineste o functie pe A cu valori in B, deoarece lui 1 ii
corespund doud elemente din B, anume a,d.

7. Fie A = {1,2,3} si B = {a,b}. S se scrie toate functiile defi-
nite pe A cu valori in B, indicindu-se diagrama respectiva.

Solutie. Exista opt functii definite pe A cu valori in B. Diagramele
lor sunt reprezentate in fig. 2.4.
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8. Fie A = {1,2,3,4}, B = {a,b,c}, C = {z,y,2,t} si D = {1,2}.

a) Si se facd diagramele respective pentru doud functii surjective
definite pe A cu valori in B.

b) S4 se faca diagrama functiilor injective definite pe D cu valori
in B.

c) S4 se facd diagrama unei functii definite pe B cu valori in C,
care nu este injectiva.

d) Si se facd diagramele respective a doua functii bijective definite
pe A cu valori in C.

Solutie. a) Diagramele a doud functii surjective gi doud functii
nesurjective definite pe A cu valori in B sunt reprezentate in fig. 2.5
a)gi b).

a) b)

!;
~

f]

Fig. 2.5

b) Diagrama functiilor injective definite pe D cu valori in B sunt
reprezentate in fig. 2.6.

c) Diagrama unei functii neinjective definite pe B cu valori in C
este reprezentata in fig. 2.7.

d) Diagramele a doud functii bijective definite pe A cu valori in C
sunt reprezentate in fig. 2.8.
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Fig. 2.7
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Fig. 2.8

9. Fie A = {0,1,5,6}, B = 10,3,8,15} si functia f: A — B.
definitd de egalitatea f(z) = 22— 4z +3, (V) z € A.

52



a) Este functia f surjectiva?
b) Este f injectiva?
c) Este f bijectiva?

Solutie. a) Calculam f(A) = {f(0),f(1).f(5),f(6)} = {3,0,
8.15} = B. Deci f este surjectiva.

b) Functia f este si injectivd, finded f(0) = 3, f(1) =0, F5)=8
si f(6) = 15, adicd z; # z2 = f(z1) # f(x2)-

c) Functia f este bijectiva.

10. Utilizandu-se graficul functiei f: A — B, f: IR — IR, sa se
arate ci functia f este injectivd, surjectiva sau bijectiva.
_ r —2. dacd z € (—2c,2),
a) fz) = { 3z — 6, dacdz € [2,+x).
b) f: [1:5] — [-1;3], f(z) = |2 — 6z +8|.
—3z, dacda -1 <z <0,
c) f: [-1,4c] — R, f(z)=4 —z,daci0<z <1,
—0.5(z + 1), daca z > 1.
d) f: R — [0,+00), f(z) =max(z +1,1-z).

Solutie. Daci oricare paraleld la axa absciselor taie graficul functiei
in cel mult un punct (adici il taie intr-un singur punct sau nu-l taie
deloc), atunci functia este injectivd. Dacd existd o paraleld la axa
absciselor care intersecteaza graficul functiei in doud sau mai multe
puncte, functia nu este injectivd. Dacd E(f) este multimea valorilor
functiei f si orice paraleld la axa absciselor, dusa prin punctele axei
ordonatelor ce se contin in E( f), taie graficul functiei f cel putin intr-
un punct, functia este surjectivd. Rezultd cd o functie f este bijectiva,
daca oricare paraleli Ia axa absciselor, dusd prin punctele lui E(f),
intersecteazd graficul lui f intr-un singur punct.

a) Graficul functiei f este reprezentat in fig. 2.9.

Avem E(f) = (—o0,+00) si orice paraleld y = m, m € IR, la axa
absciselor intersecteaza graficul functiei f intr-un singur punct. Deci
f este functie bijectiva.

b) Observam ci f(z) > 0, (V)z € [1;5]. Explicit, functia f(z):

f(z) = { z? — 6z +8, daciz?—-6z+82>0,

) —-z2+6z—8, daciz?-62+8<0
B 22 —6z+8, daciz € (—00.2]U[4,+00),
- { —z22 4+ 6z—8, dacdze€(2,4).
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Fig. 2.9

Graficul functiei f este reprezentat in fig. 2.10.

Avem E(f) = [0;3] C [-1;3]. Orice paralels y=m, me (0,1),
intersecteazd graficul functiei [ in patru puncte; paralela y = 1 in-
tersecteazd graficul in trei puncte; orice paraleld y = m, m ¢ (1;3],
intersecteazd graficul lui f in doui puncte. Deci functia f nu este nici
surjectiva, nici injectivi.

¢) Graficul functiei este reprezentat in fig. 2.11. Avem

D(f) = [_1! +OO)! E(f) = (__0033]'

Orice paraleld y = m la axa absciselor taje graficul functiei f(z)
in cel mult un punct (y = -3,y = 2,y = 4) si de aceea f(z) este
injectivd. Ecuatia f(z) =7 € R are solutie numai pentru r < 3, deci
f(z) nu este functie surjectiv.

d) Explicitdm functia f:

B _Jz+l, dacdl-z<z+1,
f(z) = max(z + 1,1 x}_{l—z, daciz+1<1—-2

_Jz+1, dacaz >0,
|l 1-2z, daciz <.
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Fig. 2.10
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Fig. 2.11

Graficul functiei f este reprezentat in fig. 2.12.
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Avem D(f) = R, E(f) = [1,+). Orice paraleld y = m, m €
€ (1, +00), intersecteazd graficul in doui puncte si de aceea f nu este
injectiva. Dreaptay = 1/2 € [0, +50) nu intersecteazi graficul functiei
/. deci f nu este nici surjectivi.

Fig. 2.12

11. 54 se determine care din urmitoarele relatii sunt aplicatii;
care din aplicatii sunt injective, surjective, bijective?

a) p={(z,y) € |[N¥z —y = 3};

b) f={(=.9) € [-1;0] x [-1; 1]|2% + y? = 1};

CJ 9= {(2, y) € [U +30] X (_Ocs +OOJ’y = .’,:."2};

d) v = {(z,y) € [0, +0)%|y = z?}.

Pentru functia bijectiva si se indice inversa ei.

Solutie. a) (2.y) € p & 2 —y=3 & z = y + 3. Deoarece

Dig)=b,={re N|(yeN:z=y+3}# IV

(ecuatia 2 = y + 3 nu are solutii in IV), rezultd ¢ ¢ nu este relatie
functionala.

b) (z,y) € f & 22 + y? = 1. Atunci, deoarece D) =8y =
= [-1:0], iar

e (5L es

(-3) +(-F) = (-3-%) <
cu v3/2 # —/3/2,si f nu este relatie functionala.

¢) Avem: (z,y) € g & 29y © y = g(z) = 22. Atunci:

1)1:6[{},—!—0(.-)iy:mzeﬂié(x,mz)eg;
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2) (zgy1 A 2gy2) = Y1 = €2 = yo;

3) g(z1) = g(z2) = 22 =2} = |2 = |zo| = 21 = 23, deoarece
z1,Z2 € [0.+oc);

4) ecuatia g(z) = r € IR are solutii in [0, +0c). daca si numai daca
r > 0, ceea ce demonstreazd ca g nu este surjectie (numdrul —2, de
exemplu, nu are preimagine in [0,400)).

d) Avem: (z,y) € ¥ @ 2y & y = P(z) = 2%
rationamentele din p. c), obtinem cd ¥ este injectie. Mai mult, ecuatia
¥(z) = r € [0,+0c) are solutia z = VT € [0,400) si de aceea ¥ este
aplicatie surjectivd. Atunci ¥ este aplicatie bijectiva si, in conformi-
tate cu teorema 6, relatia ¥'~! este de asemenea aplicatie (functie).

fn conformitate cu aceeasi teoremd 6, avem

Repetand

¥~Y(z) = vz, z € [0,+00).

12. Fie {A = 1,2,3,4,5,6,7,8,9} si ¢ € F(A) data cu ajutorul
tabelului

z [11213[4]5]6]7]8]9
oz)1212]1|3[4]5]3[2]1

a) Si se determine p({2.,3,5}); ¢({1,3,7,9}); Ime.
b) S4 se determine ¢~*({1,2,3,4,5}); 0~ 1({2,3}); ¢~ 1({7,8,9}).
c) S se calculeze ¢ (1); ™1(4); e~ 7).

Solutie. 2) ¢({2.3.5}) = {¢(2), ¢(3), #(3)} = {2,1,4};
S({1,3,7,9)) = {e(1), 2(3), 2(7), 2(9} = {2:1,3,1} = {1,2,3};
Ime = o(A) = {p(1),2(2),2(3), (4), #(5), 9(6), £(7), #(8), 2(9)} =

={1,2,3,4,5}.

b) ¢1({1,2,3,4,5}) = {y € Alp(y) € {1,2,3,4,5}} = 4;

¢1({2,3)) = {a € Alp(a) € {2,3}} = {1,2,4,7.8};

¢ 1({7,8,9}) = {b € Alp(d) € {7.8,9}} = @.
&) p-1(1) = {a € Alpla) = 1} = {3,9%

¢71(4) = {b € Alp(b) = 4} = {5};

o 1(7)= {c€ Ale(0) =T} = @.
13. Fie A = {1,2,3} si B = {a,b,c}. Examindm relatiile

a = {(1.a),(2,0),(3:a),(3,)}, 8 = {(1,b), (2,a), (3.0},

T = {(2,&],(3-6),(1,8)}.

a) Sa se determine &y, 63,0y §i Pa; Ps; Pry-
b) Care din relatiile , 3 si 7 sunt aplicatii? Indicati tipul aplicatiei.
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¢) Determinati relatiile a1, 3~1 si Y71, Care din ele este functie?
d) Determinati relatiile a 0 31, 3o a~!, a0 Tl y0a™l, foyl
$i 70871, Care din ele sunt aplicatii?

Solutie. a) 6, = {1,2,3} = A = §; = 0y; pa =A{a,b,c} = B = p,;
py ={a,c}.
b) a nu este aplicatie, deoarece elementul 3 are doud imagini a
§i c. 3 este aplicatie bijectivi; 7 este aplicatie, nici injectiva (ele-
mentele 3 # 1 au aceeasi imagine c), nici surjectivi (b nu are preima-
gine).
¢) a’l = {(a,1).(,2),(a, 3),(¢,3)}, 871 = {(6,1),(a,2),(c,3)},
7_‘ = {(a,2),(c, 3), (e, lJ}
Avem 6,1 = B = 63-1, 6,—1 ={a,c} # B, Pa-1=A=py = Poy1.
nu este aplicatie, fiindcd elementul ¢ are doui imagini 1 si 3;
371 este aplicatie bijectivi; 771 nu este aplicatie, filndca 6.‘,_1 # B
(elementul b nu are imagine);
d) ao gt = {(112)1(2"1)1(3?2):(333)};
Boa™l = {(1,2),(2, 1)&(213):(3:3)};
aoy~l = {(172)1 (3,2), (333)1 (3, 1)};
yoa~l = {(2,1), (3,3),(1,3),(2,3)};
Bo 7_1 = {(272)9(313)3 (3! 1)};
yop~l = {(23 2)1(313).*(1:3)}'

Este aplicatie numai relatia ¥ 0 871, nici injectivi, nici surjectivi.

a1

14. Se dau functiile: fo9: R — R,
3—z, dacaz <2, ~
J@) = { z—1, dacd z > 2, 9(z) = max(z — 1, 3 - z).
Sa se arate ci f = g.

Solutie. Functiile f si g sunt definite pe IR si au valori in IR. Si
ardtdm ca f(z) = g(z), (V) z € R.
Explicitdm functia g:
3-—z,daciz-1<3—12, 3—=z, dacaz <2,
9m={x ~1,daci3 -z <z—1 ={:c -1, dacaz > 2 —J(@)
oricare ar fi z € IR. Deci f = g.

15. Fiind date functiile f,¢9: R — R,

| z+2, daciz<2, z—-2, daciz<3
f(z)= { : ’

1 =
"’J; 0 dacic>a 9O 22— 5, daciz> 3.
a) Sa se arate ci f si g sunt functii bijective.
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b) S4 se reprezinte grafic functiile fsi f~! in acelagi reper de coor-
donate.

c) Si se determine functiile: s = f+g,d= f-g,p= Fu, g=Flg-

d) Functia d este oare bijectiva?

Solutie. a), b) Graficul functiei f este reprezentat in fig. 2.13

cu o linie continua, iar graficul lui f~1 este reprezentat printr-o linie
intrerupta.

1y
il
7y
54 &
4+ /
/
T /
2 J
/
17 /
1 l/ 1 1 1 .
/2 0 }//.2 I ' 5I x,
7
7
A2
7/
Fig. 2.13

Avem ¢!, f: R — R,

f1(z)= r—2, dacd x < 4, (g)= -"-1'+2, daca z < 1.
77 32 —10, dacd z > 4 i a §(x+5), daciiz = 1.

¢) Compunem tabloul urmator:
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f r+2 (z +10)/3 (z 4+ 10)/3
g z-—2 -2 2¢ -5
T+g 2 4z +1)/3 (7z —5)/3
f—-g 4 (16 —2z)/3 (25— 5z)/3
f-g z? -4 (z® + 8z — 20)/3 | (22% + 15z — 50)/3
f/ I+2;.~;7é2 z + 10 z+ 10
I lz=2 3(z — 2) 3(2z — 5)
Avem

f 23, daca. 242,

4 o
s(z)={ z(z+1), dacd 2 <z <3,
§(TI - 5), daca = > 3.
(4, daca z < 2,

2
d(z)={ =(8-2), daci2<z<3,

k j;(_s —z), daci z > 3.
z% — 4, daci z < 2,
1
pz) = _—(.1"2-1—83.'—2{]], daci 2 <z < 3,

§{21-2 + 15z — 50), daci z > 3.
r+2

, dacd z < 2,
10

A2)=14 3z -9y
z+ 10

3(2z — 3)

daci2< z < 3,

, daca z > 3.

d) Avem d(z) = 4, (V)2 € (~oc,2], si de aceea d nu este injec-
tiva, adica d nu este bijectivd. Aceasta ne demonstreazi ci diferenta
(suma) a doud functii bijective nu este neapirat o functie bijectiva.

16. Se considerd functia f: R\ {-d/c} — R\ {a/c}.
f(z) = (ax + b)/(cz + d), ad — bc # 0, ¢ # 0.

a) Sa se arate cd functia f este inversabili.

b) Sa se determine f~1.

¢) In ce caz avem f = fiz
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‘ - b arg +b
. ; _ ary + _ 2
olutie. a) 1) fl(z1) f(z2) & cx1 +d czy +d

& acx1zs + adzy + bexs + bd = acryzy + bexy + adrs + bd &
& adzy + bexrs = adzy + bexy & ad(zy — z3) —be(z1 —22) =0 &
& (ad — be)(zy — z2) = 0 & z1 = z2 = f este injectiva.

2) Fie r € R\ {a/c}. Examinam ecuatia f(z) = 7. Atunci

Fiz)= r@{am+b)/(cm+d}-r@a;r+b_crz+dr@

@(a—cr}x—dr—bﬁ z = (dr — b)/(a—cr).
Daci z = (dr—b)/(a—cr) = —d/c & cdr—bc = —ad+cdr < ad—be =
= 0. Tmposibil. Deci (dr — b)/(a —cr) € IR\ {—d/c}, ceea ce demon-
streazi ca ecuatia f(z) = 7 are solutii in IR \ {~d/c} pentru orice
re IR\ {a/c} Aceasta ne demonstreaza ca f este functie surjectivd.

Din 1) - 2) rezulta ca f este functie bijectiva, deci i inversabila.
b) Dotermmam f~1: R\ {a/c} — R\ {-d/c}:
ar +b f( z)#2 —df(z)+b
- = b — df( P i i Nl
fla)= @(cf(&:) iz = f(z) = z= of(2) ~a
d.r + b
i) - =
) Pentru aavea f = f~1, este necesar ca functiile f i f~' sa aiba
acelasi domeniu de definitie si deci d = —a. Aceastd conditie este gi su-
ficientd pentru egalitatea functiilor f si i In adevir, dacid d = —a,

funcgu]e f si ! sunt definite pe IR \ {a/c}, iau valori in R\ {a/c}
si f~1(z) = (az+b)/(cz+d) = f(z), (¥)z € R\{a/c}. adica F R F

17. Si se reprezinte functia f(z) = V522 — 2z + 8 ca o compozitie

a doua functii.

Solutie. Punem u(z) = 22 — 2z + 8 si v(z) = V7. Atund
f(z) = V522 — 2z + 8 = v(5z% — 2z + 8) = v(u(z)) = (vo u)(z).

Rispuns: f(z) = (vou)(z) cu u(z) = 522 — 2z + 8, v(z) = vz
18. S3 se calculeze fog,go f, (fog)(4)si (go f)(4), unde:

3
a) f(z) = —7 ¢ 9(2) = V&5

b} f(z) = Va3 5 g(z) = 22 — &

c)f(a:):{xz‘i“ﬁ‘t’ daca < -3, i gl )__{5.1' —2. dacaz < 1,
—22-5, daca z > -3 r2—2zx+4, daca z>1.

Indicati D(fog) s D(go f)-

Solutie. a) Avem (f o 9)(®) = flo(s)) = f(VA) = Z=—
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(£o0)(4) = === =3 D(fog)=[0;1)U (1, +o0).

(9o N@=00@)=0( 25 ) =25 o 8= =

D(go f) = (1, +00).
Deci (go f)(4) # (f 0 g)(4), ceea ce demonstreazi ci legea comutativa
a compunerii functiilor, in general, nu are loc: fog#gof.

b) (fog)(z) = f9(2)) = /(27— 2) + 3= Va2 - 1;
z€D(fogleo2?-1>00 2 € (=00, =1JU[1,400) = D(f o g).
(g0 f)(2)=9(f(2))=9(vVz+3)=(vVz +3)? —d=z - 1; D(go f)=RR.
(fog)(4) =V -1=V15 (gof)(4)=4-1=3.

¢) Pentru a determina functiile fogsi go f, in acest caz procedim

in modul urmator: i Bgtal, dacd (2) 3
_ g°{z)+ bg(z), aca g(r) < -3,

(fog)(z) = f(g(:"")) = { —2¢(z) - 5, daci g(z) > -3

¢%(z) + 6g(z), dack g(z) < -3,
=4{ -2g(z)-5, daci g(z) > -3siz <1, =
—2(z% -2z +4) -5, dacig(z)>-3siz>1

(52 — 2)% + 6(52 ~ 2), dacd 5z -2 < —3,
~2(5z — 2) — 5, dacd 52 —2> -3siz <1, =
~2(2? -2z +4)-5, dacib5z-2>-3giz>1
2522+ 10z — 8, daci ¢ < —1/5,

=4 —-10z -1, daca -1/5<z<1,
-2z + 42 — 13, daciz > 1.

(fog)(4)=-2-424+4.4-13=—99.

- _ J 5f(z) -2, daci f(z) <1,
(g0 f)(z) = g(f(2)) = { fA(z) = 2f(z) + 4, daci f(z) > 1.

Observim ci
{x2+6$51, {ze[—3ﬂ/ﬁ,—3+\/ﬁ],

r< -3 < -3

fe)sle -22-5<1, ¥ |[-22<s, -
z> -3 z2>~3
& [ii[__g_m;_w’ 7 € [-3-V10;-3) U[-3, +0).

Deci pentru f(z) < 1, obtinem
_ J 5(z? +62) -2, daci z € [-3 - v/10,-3)
(g0 f)z) = { 5(~22 — 5) - 2, daci « € [-3, +0).

62



In mod analog,

{3:2+6:c>1,
&< —3 z € (—00, -3 — V10),
Re)>te 2r—-5>1, ﬁ[{xE@

zr>-3

si de aceea pentru f(z) > 1, obtinem
(go f)(z)=(z?+62)* - o(z? + 6z) + 4=z +122° + 34z% — 12z + 4
pentru z € (—o00,—3 — V10).
Totalizand, avem

24 + 1223 + 3422 — 12z + 4, daciz € (-0, -3 — V10).
(go f)(z)={ 52% + 30z — 2, daca z € [-3 - V10, -3),

-10% — 7, daci @ > —3.

(go f)(4) = —10-4— 27 = —6T.

19. Si se rezolve ecuadiile:

a)(gofof)z)=(fog og)(z), dacd f(z) =3z+1, g(z)=z+3;

b) (fo fo f)(z) =z, dacd flz) = a;-:—al’ a€ R, z€ R\ {-a};

0 (fog)(z) = (g0 f)(a), dack f(z) = 222 ~ 1, g(z) = 4s° = 3.

Solutie. a) Determinam functiile (go fo f)(z)si(fogog)z):

(g0 fo )(z) = g(f(f(2)) = g(fBz +1)) =g(3Bz + 1) +1) =
=g(9z+4)=92+4+3=92+T;

(fogog)(a) = flglg(2)) = flg(z +3)) = f((z +3) +3) =
=f(z+6)=3(z+6)+1=3z+19.

Ecuatia devine

9r+7=3z+19 =2

Raspuns: z = 2.
b) Calculdm (f o f o f)(z):

(fofof)@) = FUF) = f(f(a: 1)) -
az +1

=¥ ¢ x+a+1 _f az’ +o+2a)\ _
B ar +1 ~\2az+1+a2/)
4 a
r+a
a’z+z+ 2a i
_a-2a1.+1+a2+ _a3x+3a1:+3a2+1_
T alz+z+ 2a 4 T 3a2z+z+3a+ad

2az + 14 a?
= ((a® + 3a)z + (3a® + 1))/((3¢* + 1)z + (a® + 3a)).
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Ecuatia devine

(a® + 3a)z + (3a® + 1) ) ) 5
B2+ e+ (@@ +3q)  * B +"=3a"+1«

r = -1,

¢>x2:1¢>{
r=1.

Raspuns: z € {~1,1}.
¢) Determinam (f o g)(z) si (go f)(z):
(fog)(x) = flg(x)) = f(42° - 3a) = 2(42® — 3z)? — 1 =
= 322% — 482* 4+ 1822 — 1.
(90 /)(z) = g(f(2)) = g(20% ~ 1) = 4(20% = 1)~ 3(222 - 1) =
= 4(82°% — 122* + 622 — 1) — 622 + 3 = 3225 — 4824 + 1822 — 1.
Ecuatia devine
322% — 4821 + 1822 — 1 =3226 — 4824 + 1822 - 1 & 0 = 0,
adica egalitatea este adevdrata pentru orice z € R.

Raspuns: z € R.

20. erfg IR — IR date de f(z) =22+ 2+ 123si
g(z) = 22 — 2 + 2. Si se arate ci nu existi nici o functie ¢: R — IR,
astfel incat

(pof)@)+(pog)a)=(go f)z), (V)z€R.  (A)
Solutie. Relatia (A) mai poate fi scrisi
59(272+:B+2)+{,9(1‘2—x+2) = (32+$+2)2~(x2—|—x+2)—|—2. (A)

Presupunem ca existd o functie ¢: IR — IR ce satisface relapa,
(A’). Punem in (4’) z = 1si z = —1. Obtinem:
P(4)+¢(2) = 14, o(2)+ p(4) =4,
ceea ce implica ¢(4) + »(2) # ©(2) + ©(4), contradictie cu ipoteza.
Deci nu exista o functie ¢ cu proprietatea din enunt.

21. S5& se determine toate valorile parametrilor a,b € IR pen-
tru care fog)( z) = (go f)(z), (V) z € R, unde f(z) = 22— z si
g(z) =2+ az +b.

Solutie. Determiniam fogsigo f:

(fog)(z)=flg(z))=f(2? + az + b)=(2? + az +b)? — (22 + az + b)=
=z* + 2a2% + (26— 1)2? + a%2? + b% — az — b + 2abz =
= z* + 2az3 + (a® + 2b — 1)2? + (2ab — a)z + b% - b.
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(go f)(z)=g(f(z))=g(z? —2) = (22 —2)’ +a(z? —z) + b=
=z*—22° 4+ (a+1)z? —az + b
Atunci
(fog)z) = (g0 f)(x), (V) & € R & z* +2az® + (a® + 26— 1)+
+(2ab-a)z+ b2 —b=2'-223+(a+ 1)z’ —az +b &

2a = -2,
VjzeoR | a?+2b-1=a+1, a=-1,
é:;. 2ab— a = —a, @{5:0.
b=0b2-b

Rispuns: a = —1,b=0, g(z) =2 —z = f(z).

22. Sunt date functiile f,g,h: R — IR,
flz)=2%4+423+3, g(z) =23+ 2 + 3 h(z) =2 +8.
Sa se arate ca:
a) f nu este injectiva;
b) g este ingectiva;
c) h este bijectiva si si se determine ™1,

Solutie. a) Fie f(z1) = f(z2). Atunci

2} + 423 +3 = 2§ + 423 + 3 & (2 - 23)(2} + 23) + 4(z1 — 22)X
x(z? + z122 + 23) =0 21 = 3.

De exemplu, f(z) = z3(z + 4) + 3, luand z; = 0 si z2 = —4,
obtinem f(0) = f(-4) =3, ;1 # 2.

b}g(i’l):9(32)©I?+I1+3=$%+$2+3¢>

& (21— )2l +mza+ 23+ 1) =08 21 =12,
deoarece
22+ iz +23+1>0, (V) 21,22 € R

¢) h(z1) = h(zz) & 23+ 8 = s+ 88 2 =4 & 5 = 3,
adica h este functie injectiva.

Demonstram ca h este surjectivd. Fie r € IR. Rezolvam ecuatia
Mz)=r& P3+8=ro 23 =r—-8« z =+/r— 8 (radacina de ordin
impar exista din orice numar real). Deci h este surjectie, prin urmare,
h este functie bijectiva.

Determinam A~!:

(y.2) €EGh1 & (z.y) EGr & h(z)=y=234+8e P =y-8&
sr=Yy-8 hl(z)= vz -8.
23. Fie f: [1,400) — [1,+00) cu
f(z) = 2% — 32° + 62* — 723 + 622 -3z 4 1.
a) S& se demonstreze cd f este functie bigectiva.
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b) Sa se determine f~1.

Solutie. a) Avem f(z) = (22 — z + 1)°. Reprezentim aceasti
functie ca compozitie a dous functii:

u,v: [1,+00) — [1,+00), unde u(z) = 23, v(z) = 2% — z + 1.
Atunci f(z) = (u o v)(z), ce implicd f = u o v, este bijectivi fiind
compozitie a doud fanctii bijective.

b) f7' = (uov) ' = v~' o u~l. Determinim v~! i u~1.

u™: [1,400) — [1,4+00), ul(z) = ¥.

Deoarece v(z) = 22 —z2+ 1=y => 22 -2+ 1—-y = 0. Re
zolvam in raport cu z € [1,+00) aceastd ecuatie. Discriminantul este
D=1-4(1-y)=4y-3si 212 = (1 ¥4y -3)/2
(y> 1« 4y—3>00.

Ecuatia are o singurd rddécini in [1,400):

r=(1+4y-3)/2.
v~ I(z) = (1 + 4z - 3)/2.
Agadar,

[ (2) = (v ouT)(2) = v N (u"N(2)) = v I(Y7) =
=(1+ V42 - 3)/2, cu f71: [1,+00) — [1,+0).
24. Se considera functia f: JR — IR cu proprietitile:
1) f(z1 4 z2) = f(z1) + f(z2), (V) 21,22 € R;
2) f(1)=1;
3) f(1/z) =1/2?- f(z), (V)z € R™.
a) S se determine functia f.

b) Sa se calculeze f(1/1998).

Solutie. a) Pentru z, = 0 din 1), rezultd f(z1) = f(z1) + £(0),
ceea ce implicd f(0) = 0. Pentru z; = —z, din 1), obtinem
f0) = f(z1) + f(—21) = 0= f(—21) = —f(21) = f(z2) =
= —f(—z2) = f(~2z2) = — f(22).

Atunci

Atunci .
f(zr = 22) = fla1 + (=22)) 2 f(o1) + f(=22) =
= f(z1) ~ f(z2), (V) 21,22 € R. (1)
Fie z ¢ {0,1}. Atunci
1) 1 1)— f(z
f(l—a:) 2(1_$)2.f(1—:c) Q ———-f((l)_:;(z ). (2)
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1 1 —
Pe de alta parte, dar 1+ lL implica

(o) (or 2 () o (25)-
s (g2g) o (5) oo () UG-
21 (125) (1)) () o)

1 7 1-2z+ f(z)
—1+(1__I)2'f(3)_(1_z)2_ (1-2z)2 ° ()
Din (2) si (3) urmeaza
)~ f@) _1-2+f(@)
(1-zp = (1-2z)
Deci f(z) =z, (V) z € R.
b) f(~/1998) = +/1998.

Rispuns: a) f(z) = z; b) f(v/1998) = V1998.

25. Folosind proprietitile functiei caracteristice, sd se demonstreze
egalitatea
AUu(BNnC)=(AuB)n(AUuC(C), A,B,C € P(M).
Solutie. Folosind proprietitile A = B & f, = fp, vom demonstra
egalitatea cerutd calculdnd cu ajutorul lui f4, fp si fe functiile carac-
teristice ale multimilor AU(BNC)si (AUB)N(AUC):

f-iu(BnC) fA‘i’anC fA'ancgfa'i'fﬁ'fc"fA{fE'fc}:
—fa'ffs fe—=fa-fo-fe-

feavmniavey = faus * fAuC = (f-i+fB fA'fB)(fA"'fC—fA'fc):
=f§,+fA fe— f ~fe+ fa- fA+f9'fc—fa‘fa'fc—f,g’fs—

_f.—t‘fB‘fr:‘|'f3,'fB‘fc 3=)fA+fB'.fC_'fA'fB'fC =fAU(BnC)7
ceea ce implica AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

f(z) = z.

2.3. Exercitil propuse

1. Determinati domeniile de definitie si de valori ale relatiilor:
1) a = {(2,4),(3,1),(2,-4),(0,27)};

2) 8 = {(100,10),(200,20), (300, 30), (400, 40)};

3) = {(1.5), [2!?)7 [3‘9)1 (41 11]}

4) & = {(1/2,5)};
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5) P ={(~2,-5),(~2,0),(7,-2),(9,0)};
6) w= {(__17 2)- ('_5': '_2)1 (0, '_2)3 (Oa 9}}

2. Fie A={2,4,6,8} §i B={1,3,5,7),a C A x B.
a) 54 se determine graficul relatiei a.
b) S& se construiasci schema relatiei a:
Da={(z,y)lz <3siy>3}):
2)a={(z.y)lz > 25y <5}

3) a = {(z,y)|lz > 6 sau y > }

4) a = {(z,y)| max(z, y) < 3};

9) @ = {(z,y)| min(z, y) <2}

6) @ = {(2,y)| min(z, y) > 6};

7) & = {(z,y)|min(z,5) > max(y,3)}:
8) @ = {(z,y)| max(z,6) > max(y, 5)}.

3. Fie A= {1,2,3,4)si B = {1,3,5,7,8}. Si se scrie graficul
relatiei o C 4 x B, daca:
Da={(z,y)lz+y =9}
2)a={(z,y))2z -y = 1};
3) a = {(z,y)|e* — y? = 8);
) a={(z,y)]z -y > 3}
5) a={(z,y)lyix};
6) a = {(z,y)|d4z +y = 11};
7)a={(z,y)l(z + y)3};
8) a = {(z,y)lz > y}.

4. Fie 4 = {1,3,4,5}, B = {1,2,5,6} si G graficul relatiei a. S3
se scrie relatia a prin propozitii continand literele 2 siy,cuz € Asi
y € B:

1) Gy = {(115)1 (.412)1(5a1)};

2) Ga = {(112)5(4?5)7(536)};

3) G = {(1?2)3(135)7(116)3 (3,5),(3,6),(4,5),(4,6],(5,6)};

4) Gﬂl = {(l' 5)3(116)7(3*5)1 (3'!6)’ (4?5)7 (4?6)? (51 1)‘: (512)3 (5!5)!

(5,6)};

5) G, = {(3,2),(4,‘2),(5.2)};

6) G, = {(4,2),(4,6)};

7) Go = {(41 1)7(41-2)1 (475)7(4a 6):(176)7(33 6)*(5!6)};

8) Ga = {(1,1),(4,2)}.
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5. Fie A = {1.2.3,4}. Si se cerceteze proprietitile relatiei
a C A?(var. 1-6) si a C R? (var. 7-14)

l)a= {(11])1(1 2)?(1 3)'(1$4)1(2‘-2):(2:3):~(214)1(3‘4)};

2) = {(1,2),(1,3),(2,1),(3.1),(3,4). (4,3)};

3) a = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)};
Ha={1L0,012,0.2,6 3),(4,4)};

5) a = {(1,1),(2,2),(2,3),(3,3),(3,4),(4,4)};
6} a = {(1,1),(1,2).(2 1) (2,2),(2,3),(3,2),(3,3), (4,4)};

a={(z,y)€ Rz >1siy>1}

o ol | >0, z < O
8)0—{(;r,y)€lR\{y>0 Sau{y<0 }‘

9) a = {(z,y) € R*|lz > 0 sau y < O};

10) a = {(z,y) € R?*|z > 1sauy > 1};

11) a = {(z.y) € R*|2® + 2 = y* + y};

12) o = {(z,y) € R?|a? -3z +2 =y - 3y + 2}
13) a = {(z,y) € R*|e* + = = y* — y};

14) a = {(z.,y) € R?|z? = y*}.

6. Pentru fiecare din relatiile binare a definite pe mul{imea IV:
a) si se determine domeniul de definitie 6, si domeniul de valori p,;
b) si se stabileascd proprietatile (reflexivitatea, ireflexivitatea,
simetria, antisimetria, tranzitivitatea);
c) sa se determine relatia inversa a=!(z,ye IN):
1) zay & cmmdec. (z,y)=1; 2)zay sy <2

3) zay & |y — x| = 12; 4) zay & z=y%
5) zay & (z - y):3; 6) zay & z -y = 30;
7) zay & y=2z+1; 8)ray e z<y+1;
Nzoye r<y—1 10) zay & y = 2z;

11) zay & y? = 2% 12)zay & z-y=0.

7. Este datd multimea A si relatia binard a C A?. Sa se demon-
streze ci o este relatie de echivalentd si sd se determine multimea
factor A/a.

1) A={1,2,3}, a ={(1,1),(1,3),(3,1),(2,2),(3,3)};
A={1,2.3,4}, a={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(3,1),(2,2),
(3,3),(4,4),(3,2),(2,3)};
3) A=1{1,2,3,4}, a = {(1,4),(1,1),(4,1),(1,2),(2,1),(3,3),
(2,2),(2,4),(4,2), (4,4));
1) A={1,2,3}, a = {(1,1).(2,:2),(3,3)};
5) A=141,3,5,6}, o= {(1,6),(6.1),(1,1),(6,6),(3,3),(5,5)}:
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6) A={1,2,3,4}, a = {(1,3),(1.4),(1,1),(3, 3),(3,1),(4.1),
(_454)1(2$2)1(3!4)a(473)};

7) A= N2, (a,b)a(c,d) @ a+d=b+c;

8) A=Z x Z*, (a,b)a(c,d) < a-d=b-c;

9) A= {1.2,3,4,6,9}, o = {(1, 1),(1,3),(3,1),(2,2),(1,2),
(4'-4)3(3'-3):(231)3(6=6)1(9:9)}§

10) A ={1,2,3,5}, a = {(1,3],(1._1),(3,1),(1,2),(2,1),(2,2),
(3,3),(3,2),(2,3), (5,5)}.

8. Fie data multimea A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} si sistemul de
submultimi § = {A4; C A, i = T,n}. Demonstrati ci S defineste o
partitie pe A si construiti relatia de echivalenta as.

1) A1 ={1,2,3,8,9}, A; = {4}, A3 = {5,6,7};

2) A {1!2}3 Ay = {334}1 Az = {516}3 Ay = {?!8}1 As = {9}:
3) A1 = {1}, Ay ={2,3,4}, A3 = {5,6}, A4 = {7,8,9};

4) Ay = {1}, A2 = {3,4,5}, A5 ={2,7}, A4 = {6,9}, 45 = {8};
5) A1 = {1,2}, A2 = {3,9}, A3 = {4,8}, As = {5,6,7};

6) Ay = {172}= Ay = {3!879}1 Az = {41516}: Ag = {7};

7) A1 ={1,9,7}, A2 = {2,8,6}, A3 = {3,4,5);

8) A1 = {7,8}, A, = {1,9}, A3 = {2,3,4,5,6};

9) Ay = {1,8,9}, Ay = {2,7}, A5 = {4}, Ag = {5}, 45 = {3,6};

10) A; = {1,3,5,7,9}, Ay = {2,4,6,8).

9. Definim pe IR relatia binari a:

zay < In’z —Inz =In?y—Iny.
a) 5S4 se arate cd a este o relatie de echivalenti pe IR.
b) S se determine clasele de echivalenta.

10. Definim pe IR relatia binari 3:

zfy & sin®z — 2sinz = sin?y — 2sin y.
a) 54 se arate cd J3 este o relatie de echivalents.
b) 5a se determine clasele de echivalenta.

11. Fie o C A% unde A = {-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5.6,
7,8} cu
zay & 2% — y? = 2(z - y).
a) Este o o relatie de echivalent?
b) In caz afirmativ, sa se determine clasele de echivalents.
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12. Si se determine 8, Pa, @ 1 @0 @, @0 a~l.a!oa, daci:
(23 k] ? .

1) @ = {(z,9) € IV?|yiz};

2) a = {(z,y) € IN?|ziy};

3)a={(z,y) € R}z +y< 0};

4) a = {(z,y) € R?*|2z > 3y};

5) a = {(z.y) € [-7/2,—7/2P’|y 2 sinz}.

13. Si se determine relatiile @ 0 3, Boa, a7, B,
alofB™}, (Boa)™:

a={(zy) € Re>y}, B={(zy)€R|z<y}

9) a = {(z,y) € R*e >y}, B={(z.y)€ R’z <yk

3 a={(z.y)€ Rz +y<2}, B={(z,y)€R2z~y>0};

4) a={(z,y) € R?|(z-1*+y*>1}, B={(z,9) € R?|a?+y* < 2

5)a={(z,y) € Z*|z—y este par}, B={(z,y) € Z*|z—y esteimpar};

6)a = {(z,9) € Z2|Iel = lyl}, B ={(z.9) € Z%ly =27};

T a={(z,y) € N2ziy}, B={(z,y) € N?lyz};

8) a = {(z,y) € IN?z¥ = 1}, B={(z,9)€ N3z -y=1}.

14. Fie A = {1,2,3,4}, B = {a,b,c,d}. Sase determine domeniul
de definitie si domeniul de valori ale fiecirei din urmatoarele relatii
a, 3. Care din aceste relatii sunt aplicatii? Determinati tipul aplicatiei.
Determinati relatiile o oa, aoB1, Boa~?, Bof~1. Suntele aplicatii?

1) a= {(136)1(2’{:)’ (3"6)? (4'-‘d)}7 '8 = {(]‘?d)ﬂ(z’a]‘v (3"6)"(455)};

2)a= {(1,(1).,(I,C),('Z,b),(:},c), (41d)}$

8= {(laa)» (21‘1)3(37“)’(4?&)};
3)a= {(2,&),(3,6),(4,d),(1,b),(2,b)}?
8 = {(1,a),(1,b),(1,¢),(1,d)}.

15. Consideram aplicatia ¢: R — IR, o(z) = sinz. 54 se deter-
mine ¢(IR), ¢((0,7)), »~([=1,0]), 7 (1/2), e71((1,2), ¢71((1,2))-

16. Aplicatia ¢: A — B, unde A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} §i
B = {a,b,c,d,e, f}, este data de tabelul

z 111213]4i5]6]|7]8
t;:(_s':)adbfbcbde

S5 se determine @(4), ({2,3,5)), ¢({5,6,7,8}), #({1,3,7,9});
e 1({b, fre}), ¢ '({ese}), 7N
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17. Considerdm aplicatia ¢: R — Z, o(z) = [z] ([2] este partea
intreagd alui z). S4 se determine ©({2,4,6,7}), ©((1,5)), ¢([~2.5; 2]),
#71({2,4,5)) si p~(~1).

18. Se da aplicatia ¢: IV — IV, (z) = z2. Determinati ¢(A) si

$71(A), daci A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10).

19. Fie A i B doua multimi finite, |A] = m. |B| = n. Cate
aplicatii surjective o: A — B exista, dacd:

Dn=1; 2)n=2; 3)m=4, n=3; 4)m=>5,n=3;

5)m=5n=4; 6)m=n=5?

20. Fiind dat graficul relatiei a, stabiliti daci a este functie.
Determinati é, si p,. Schimband 6o §i pa, faceti ca a si devini
aplicatie injectivd, surjectivy si bujectiva. Construiti graficul relatiel
a~!. Relatia a~1 este functie? Care este tipul ei?

Doa:z4y=2 2) oz 22+ y? =4

J\y

\ N
S—

3

Hoa:y=2z2+41
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} —> —‘I 0 ; 4
0 j X .7

21. Fie A = {1,2,3,4}, B={0,1,5,6} si C = {7,8,9}.

a) Sa se faci diagramele a doua functii injective si a doua functii
neinjective definite pe C' cu valori in B.

b) S4 se faci diagramele a doud functii surjective si a doua aplicatii
nesurjective definite pe A cu valori in C.

¢) S4 se facd diagramele a doud functii bijective si a doud functii
nebijective definite pe A cu valori in B.

22. Fie A = {1,3,5,6} si B = {0,1,2,3,5}, 2 € A,y € B. Care
dintre relatiile de mai jos reprezinti o functie definita pe A cu valoriin
B? Dar o functie definitd pe B cu valori in A? Pentru functii, indicati
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tipul lor:
Dorz+y=6; 2)a:y=z+1; 3)a:z=y;
4) a: y=2% 5)o: y=2%-922+ 23z — 15;
6) a: y® — 11y* +419° - 6132+ 30y —2 + 1 = 0.

23. Utilizandu-se graficul functiei f: A — B, sa se arate daci
f este injectivd, surjectivi, bijectivid. In cazul functiei bijective, sa
se determine f~! si sd se construiasci graficele lui fsi f7! in acelasi
reper de coordonate.

1) f: (=2;0)U[2,+20) — [0, +00), f(z) = |z|;

2) f: R — [2,40), f(z)= ||+ ]z - 2];

L _J -=/2, -2<z<0,

S)f[ 2~+90)_’[07+00)1 f(m)—{l'-l-l., 1')0.,

; _ _f |a?=1], z<1,
5) f: {0,1,3} — {-2,0,4}, f(z) =2z —2;
6) f: {-3,0,2} — {1,11/5,3,4}, f(z) = 0.2(2= + 11).

24. Care din urmaitoarele relatii @ C IR? sunt functii? Indicati
domeniul de definitie al functiilor. Stabiliti tipul functiei:

1)o:2y—3z=19; 2)a:z-y=9; 3)o: 3z -T7+5y=0;
4) a: 222 43y—6=10; 5): y=+z-2; 6)a: zy—2y+5a—T7=0;
Na 2?2 -(y-2?=0; 8)a: 3(4-5z)+4(y+5)=1;
9a:(z-1P2+(y+3)%=4; 10)a:z2—y+72=3;
H)a:dz-2y=9z+y; 12)a: y’+2zy+1=0;

13)a: 2®4+y? = 16; 14)o: y=22-32+1; 15)a: 22y = y2+5.

25. Este datd relatia a cu &, = [-3;5] 5i po = [-4;7].
a) Perechea (—4,5) apartine relatiei a? De ce?
b) Indicati toate perechile ordonate (z,y) € @ cu z = 0. Explicati.

26. Fiind data functia f(z), calculati valorile ei in punctele indi-
cate.

1) f(z) = =7; f(4), f(=3), f(c), c€ R;

2) f(z) = |2° - 2z|; £(5), f(-2), fF(=T7), f(1,4);

3) f(z) =2 — 2% — 2 - 3; f(0), f(-1), f(2+¢);

2?2 -5, daciz >0,

D@ ={ 505 SAE20 s, 10, 16y
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zc+ 1. dacaz >0,
5) f(z) = —4, daciz =0, f(5), f(-1), f(1/2);
1— 2z, dacaz <0,

6) f(z) =22 -5z +2; (f(1+c)— f(1))/e, c€ R

27. Determinati D(f), daca:

1) f(z) = 2z +3)/(le— 4] 2) f(z) = V[2z +1];

3) f(z)=5/(z* +z + 1); 4) f(z) =3-2/(5— z);
5) f(z) = V6z% + 13z — 5; 6) f(z) = (42)/(9 — 42?%);
7) f(z) = (52)/(V4 = 3z); 8)f(z) = m;

9) f(z) = (52)/(z* — 2z — 15).

28. TFiind date functiile f(z) si g(z). determinati functiile
f+g. f—g. f-gsi f/g,indicand domeniul de definitie al acestora.

1) f(z) = vET g(e) = VE=E  2) fl@)= s, (&) =20+1;

f(a:)—:c—5 g(z)=2%+1; 4) f(z) =z — 3, g(z) = 2/x;
5)f(x)—x -4,9(z)=1-2% 6) f(z) = 3/z, g(z) = 4/=;
7) f(z) = z — 1, g(z) = % — 5z + 6; S)f:c) V9 —z2, g(z) = 7;
9) f(z) = 5, g(x) = —3; 10) f(z) = 1 - 22, g(z) = 4a.

29. Reprezentati functia f(z) sub forma de compozifie a unor
functii:
1) fz) = T4z -9 +4  2) f(z)=(z2+32)? +(22432)F =T;
3) flz) = 1VaT—3; 1) f(z) = 422 - 3)°~ T;
5) f(z) = —=2(z +5)* + 10; 6) f(z) = (22 - 32 -(22-3)+ 1;
R 8) flz)={ 1'—1]%+(:c-—1)§-4;

7 f(z)
9) f(z)= (32 +5)5 +3Bz +5)F +75 10) f(z) = ﬁ

30. Fiind date functiile f(z) si g(z), sa se determine functiile fog
si go fsisise calculeze (fog)(3)si(go f)(3)in variantele 1) — 6) si
(fog)(—=1)si(go f)(=1)in variantele 7) - 12).

1) f(z)=z+2,9(z)=2-1 2) f(z)=22+8, g(z)=2 — 3;
3) f(z)=9g(z)=1; 4) f(z)=2%-1, g(z)=2+1;

5) f(z)=222+1, g(z)=2?-1;  6) f(z)=22, g(z)=a%

7) f(z)=z242z+1, g(z)=—22%-1; 8) f(z)=322+2, g(z)=2-3;
9) f(z)=2z+423+1, g(x)=2241;10) f(z) = 2 - 8, g(z) = |z

11) f(z)=|z+1|=g(z); 12) f(z)=z-1, g(z)=z+1.
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31. Fiind date functiile f(z) = £2 g(z) =3z sih(z)=2 -1, s1

se calculeze:

1) (fog)(1); 2) (go f)(1); 3) (ko f)(3);

4) (f o h)(3): 5) (go f)(—2); J (foh)(-3);

7) (goh)(-2); 8) (hog)(-2); 9) (foh)(-1/2);
10) (go f)(=1/2); 11)(foh N(V2+3); 12) (fog)(1+v2);
13) (fog)(e); 14) (g o h)(c); 15) (fo(goh))e);

16) ((fo g) o h)(c).
32. Determinati daca in perechile de functii f si g una este inversa
celeilalte: _—
1) f(z):2x+1,g(;r)=i—;—:_ 2) f(z)=—-22+43, g(z)=22-3:
3) flz)=2+4, g(z)=2—4; 4) fz)=2+1, g(z)=2—1;
. 5 1
) Jlz)=de=5,9(2)= "% 6) f(z) =21 g(r)=20+1;
7) f(z)=z, g(z)=—z; 8) f(z)=-22+43, g(z)=—22—3.
33. Se da valoarea functiei f. Sa se calculeze valoarea functiei
f71, daca:
1) f(3)=4; 2) f(1/2) = 6; 3) fla) =
Dfa+1)=2%  5) f(m+n)=

34. S& se determine f~!, daca:

1) f(z) = (z + 2)/2; 2) f(z) = (22 + 1)/a;
3) flz) =1/yz +2; : 4) f(z) = (1/z)*
)f(x)Z(I/($+4)); 6) f(:r): ve/( i”—l
f(2) = (e -1D)/(z + 1); f@)=VVa
f(x) ((z=3)/(z+1))% 10) f(i)—(\/I/(-”6+ 93)2

35. Este data functia: f: 6 R — IR,
22 -22 -2, =z > 1,
fe) = { 2z — 1, r < 1.
a) S se demonstreze ci f este bijectivi.
b) Sé se determine f-!.
c) 54 se calculeze fo f~' i f~1o f.

36. Fiind date functiile f(z) si g(z), sd se determine functiile
(fog)(z) §1 (90 f)(z) (f.9: R — R):
1) fla) = fe — 1] +2: g(z) = |z — 2] + 1
2?2 -1, <0, B 4z -2: <0,
Q)f(x)_{—Bz-l, z>0. 9 {3x2—2, z > 0.
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37. Si se demonstreze egalitatea functiilor f si g:

1) f.g: {~1,0,1,2} — R, f(z)=z* -2z - 22+ 22+ I
()—xq—.r ~3234224+2c+ 1:

2) f,g: {-1,0,1} — R, f(z)=2z*-=2, g(z)=sinwz;

3) f.g: [1;3] — R, f(z) = max(—2 + 4t - 3), 1 <t < x5
(&= —224+42-3,1<z2<2,
g = 1 2<z<3;

9o u—R f@={3TrI5IET
g(z)=max(-z+1, 2 +1);

5) f,g: {-1,0} — R, f(z)=1+z, g(z)=V1-2%

6) f,g: {-1,0} — R, f(z) = -1+ V4+2z — 2%
g(z)=1—-+v-2z — 2%

7) f.g9: {0,.2} — R, f(z)=2-=z, g(z)=V4-2z%

8) f.9: {0,2} — R, f(x) ~/4—$2

- XF $—IE

9) f.g: [1,+oc,-)-—-ﬂz,f(a:)_\/z+z\/5: 1+\/:1: 2/z—1;

A { 2, 1<z<2,

2V/r— 1,z > 2
10) f,g: {k=,2k7 & %Ik € Z} — R, f(z) =sinz. g(z) = sin2z.

38. Si se determine functiile s= f+g. d=f-g.p= fgsiq¢= f/g:
1) f: {1,2,3.4} = {O* 1, 3'576}~f(1):01f(2]=1$ f(3)=35 f(”zba
g: {1,2,3,5) — {1.3,4,5},9(1)=1, 9(2)=4, ¢(3)=3, g(5) =4

. z+2,2<3, . z—-2.2<0,
2) f.9: B~ R, f(x):{—x+3..r>3: ('}:{x-l-l,::){)'

By e -1,z <0
Nf,g: R— R, f(z)=3-2,-1<z<]1, g(:c):{ ) ’
z, =20;
0, z=2%
_ : . _ 2r+1,0< 2 <2,
4 [l f(x]_{ 1, z>2
-z, <0,

g: (—oc,5] = R, g(z)= 1, z=0,
z:0 <2< H.

5) f,g: R — R, f(z)=max(z+1,2?%); g(z)=min(-2,2).

39. Fie A = {1,2,3,4}, B = {0,1,3,4} si functiile
fi A— B, f(1)=0, f(2)=0, f(3)=1, f(4) =
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g: B— A, g(0)=2, g(1)=1,9(3) =4, g(4) = 1.
Pot fi definite functiile fo g, go f? Daci da, determinati aceste
functii. Faceti diagramele lor.

40. a) Sa se arate c3 functia f este bijectiva.

b) Sa se determine f~1.

c) S& se reprezinte grafic functiile f si f~! in acelasi reper de co-
ordonate.

1) f: R — R, , f(z) = 6z — 2;

2) f: [0,400) — [1,40), f(z) =3z + 1;

3) f: (—00,0)U [2;4] — (—oc,4], f(z) = —2? + 4z;

z+3, <0,
2

‘3-I+4., S&.“)O;
. sinz, 0<z<7/2,

9 f: A — L1, Sy ={ S5 Vsz<r/2

41. Sd se arate ca functia f: R — R, f(z) = z? -6z +2 admite
restrictii inversabile pe:

a) (—oc,3]; b) [3, +00); ¢) (—o0,0]U [3,6).

S& se determine inversele acestor functii si si se reprezinte grafic
in acelasi reper de coordonare.

4) f: R — (—-DC,3)U[4,+OO), f(l‘) =

42. Folosind proprietatile functiei caracteristice, s se demonstreze
egalitatile (afirmatiile):

1) AN(BUC)=(ANB)U(ANC);
2) (AuB=BnA)=(A=B)

ANB=AnC
3 AuB=4ucC };’(B:C);
4) (AAB)AC=AA(BAC)
5) AN(BAC)=(ANB)A(ANC);
6) Ao B=(AUuB)n(AU B);
7) A A B"'=AA B;
8)A'AB=AAPB,;
9)AAB=2 & A= B;
100)AAB=AUB=ANB=g;
11)ANB=A\B& A=0;
12) AUB=A\B & B =g;
13) (A\ B)\ C = (4\ C)\ B;
14) A\B=B\A& A=B.



CAPITOLUL I

Elemente de combinatorica

3.1. Permut#ri. Aranjamente. Combinari.
Binomul lui Newton

Pentru rezolvarea multor probleme practice (si nu numai) este nece-
sar:

1) de a putea evalua numarul diferitelor combinatii, compuse cu
elementele unei multimi sau cu elementele a mai multor multimi;

2) de a alege dintr-o mul{ime de obiecte submultimi (a face selectii)
de elemente care posedi anumite proprietati;

3) de a dispune elementele unei sau ale mai multor multimi intr-o
anumita ordine etc.

Domeniul matematicii care studiaza probleme de felul acesta si
metodele de rezolvare a lor se numeste combinatorica. Altfel spus,
combinatorica studiazi unele operatii asupra multimilor finite. Aceste
operatii conduc la notiunile de permutdri, aranjamente si combinari.

Fie M = {ay,az,...,a,} o multime finitd care are n elemente.
Multimea M se numeste ordonatd, dacd fiecare element al sdu se
asociazi cu un anumit numir de la 1 la n, numit rangul elementului,
astfel incat elemente diferite ale lui M se asociazd cu numere diferite.

Definitia 1. Toate multimile ordonate care pot fi formate cu n
elemente ale mulfimii date M (n(M) = n) se numesc permutari de
n elemente.

Numérul tuturor permutérilor de n elemente se noteaza cu simbolul
P, si se calculeazd conform formulei

Po=n'(n!l=1-2-3....-n), n€ V. (1)

Prin definitie, se considerd Pop =0!=1=1!= P.
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Definitia 2. Toate submultimile ordonate care confin m ele-
mente ale mulfimii M cu n elemente se numese aranjamente de n
elemente luate cate m.

Numdrul tuturor aranjamentelor de n elemente luate cite m se

noteaza cu simbolul A" si se calculeazi conform formulei
n!

Ay = ——— =n(n-1)....(n-m+1); 0< m< n; n.me V. (2)
(n—m)! '

Definitia 3. Toate submultimile care contin m elemente ale

mulfimit M cu n elemente se numesc combiniri de n elemente luate

cate m.

Numarul tuturor combinirilor de n elemente luate cite m se
noteaza cu simbolul C7* si se calculeazi conform formulei

om - n! _n(n—l)-...-(n-—m+1)_A_§:‘_ P (3)
T ml(n—-m)! T m! I e N A

unde m,n € IN; 0 < m < n.

Remarci. In toate submultimile din definitiile 1 — 3, fiecare element
al multimii initiale M figureazd o singura dati.

Paralel cu combinatiile in care fiecare din cele n elemente diferite
ale unei multimi participd numai o singuri dat, pot fi considerate si
combinatii cu repetitii, adici combinatii in care unul si acelasi element
poate participa mai mult decdt o singura dat3.

Fie date n grupe de elemente. Fiecare grupi contine céiteva ele-
mente de acelasi fel.

Definitia 1'. Permutdri de n elemente fiecare din ele continand
o) elemente a;,, a, elemente @iy, ..., i elemente a;,, unde a; + ay +
T ...+ ap = n, se numesc permutari de n elemente cu repetitii.

Numarul tuturor permutarilor cu repetitii se noteazs cu simbolul

Poy0s,...0p §1 se calculeazd conform formulei

= _laatast...+a) n!

PQ] e s PRTRR F

(4)

arlag!- ..ol aplag!-. .. ay!

Definitia 2. Aranjamentele de n elemente fiecare din ele continand
m elemente, iar unul si acelasi element se poate repeta in fiecare aran-
Jament de un numdr arbitrar de ori, dar nu mai mult de m ori. se

80



numesc aranjamente de n elemente luate cite m cu repetitii.

Numérul tuturor aranjamentelor cu repetitii de n elemente luate
cite m in fiecare se noteazi cu simbolul A7 si se calculeazd conform
formulei

Am =n™, n,meIN". (5)

n

Definitia 3'. Combindri de n elemente fiecare din ele continand m
elemente, iar unul si acelasi element se poate repeta de mai multe ori,
dar nu mai mult de m ori, se numesc combindri de n elemente luate
cate m cu repetitii.

Numaérul tuturor combindrilor cu repetitii se noteazd cu simbolul
C™ si se calculeazd conform formulei

== _ m __(n-i-m—l)!' 2
cr = m+n_1—m, n,m € IN". (6)

In procesul de rezolvare a problemelor de combinatorica este impor-
tant de a stabili mai intai tipul (forma) combinatiei. Una din regulile
de stabilire a tipului combinatiei ar putea fi §i urmdtorul tablou

‘ Se atrage atentie la ordinea aranjarii elementelor: J
I

I
|

daci ordinea _! daca ordinea importa,
nu importa, atunci atunci avem aranja-
avem combinari mente sau permutari |
‘ aranjamente, daca nu permutari, dacd parti-
| participa toate elemen- cipi toate elementele
! tele multimii initiale _ multimii initiale

Deseori este utild folosirea urmatoarelor doua reguli:

Regula sumei. Dacd obiectul A4 poate fi ales in m moduri, iar
obiectul B in n moduri, atunci alegerea “sau A, sau B” poate fi efec-
tuatd in m + n moduri.

Regula inmultirii. Daci obiectul A poate fi ales in m moduri
si dupa fiecare alegere de acest fel obiectul B poate fi ales, la randul
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sau, in n moduri, atunci alegerea “A si B” in aceasts ordine poate fi
efectuatd in m - n moduri.

Vom mentiona, de asemenea, citeva proprietdti ale combindrilor,
sl anume:

L Cm=cCrm,

I. Crl+Cp=Cn,.

IL Ct=Ckl+Crl+Clit...+0k0
(Cr*=Cif+ortieori2y . 4 2

IV. CR+Cl+C2+...4+Cr=2"
Formula

(z+a)® = CR-z"+C} .21 -a+C?.z""2.q%4 .+C:_1-r-a“_l+C:-a" (7)

se numeste formula binomului Iui Newton (n € IV )y

Coeficientii C3,C},C2,...,C? din formula binomului lui Newton
se numesc coeficienti binomiali; ei posedi urmitoarele proprietati:

V. Coeficientii binomiali din dezvoltarea (7), egal depirtati de ter-
menii extremi ai dezvoltirii, sunt egali intre ei.

VI a. Suma tuturor coeficientilor binomiali este egald cu 27,

VI b. Suma coeficientilor binomiali care se afly pe locuri pare este
egald cu suma coeficientilor binomiali care se afis pe locuri impare.

VIL. Dacd n este un numdr par (adici n = 2k), atunci coeficientul
binomial al termenului din mijloc al dezvoltirii (adics C*) esse cel
mai mare. Dacd n este impar (adici n = 2k + 1), atunci coeficientii
binomiali ai celor doi termeni de la mijloc sunt egali intre ei (adici
Ck = Ck+1) si sunt cei mai mari.

VIIL. Termenul C¥z"~*4* adics al (k+1)-lea termen din egalitatea
(7), se numeste termenul de rang k+1 (termenul general al dezvoltirii)
§1 se noteaza cu Tj4,. Asadar,

Tk_l_l:C:-:c"*k-ak, E=0,1,2,....5 (8)

IX. Coeficientul termenului de rangul k + 1 in dezvoltarea bino-
mului lui Newton este egal cu produsul coeficientului termenului de
rangul £ inmultit cu exponentul lui z in acest termen gl impartit la k,
adica

—k+1
Ck = f”._k_‘!'_ g1 (9)

[
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n+l &
E+1 ™

X. Cifi= (10)

3.2. Probleme rezolvate

1. In cite moduri se pot aseza pe un raft patru carti?

Solutie. Cum in problemd ordinea are importanta si, in plus, par-
ticipa toate elementele multimii date, este vorba despre permutari.
Deci

Pi=4'=1-2-3-4=24.

Raspuns: 24.

2. Un tren de persoane are zece vagoane. In cite moduri pot fi
agezate vagoanele pentru formarea trenului?

Solutie. Ca si in problema precedenta, este vorba de permutdri de
10 elemente ale multimii care are 10 elemente. Atunci numéarul modu-
rilor in care poate fi format trenul este

Raspuns: 3628 800.

3. in cate moduri sapte elevi pot fi asezati in sapte bénci, astfel
incat toate bancile si fie ocupate?

Solutie. Py =7'=1-2-3-4-5.6-7 = 5040.
Raspuns: 5040.

4. Cate numere de telefon a cite gase cifre pot fi formate:

1) cifra participd in numarul de telefon numai o singurd data,
2) cifra participd mai mult de o singurd data?

(Numirul de telefon poate incepe si cu cifra 0.)

Solutie. In total avem 10 cifre: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Cum nums-
rul de telefon poate incepe si cu cifra 0, avem:
1) aranjamente din 10 cifre luate cate 6, adica
A%, =10-9-8-7-6-5=151200;
2) deoarece cifra in numir se poate repeta, avem aranjamente cu
repetitii, adica -
A8, = 10° = 1000 000.

Raspuns: 1) 151200; 2) 1000 000.
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5. Echipa de volei este formati din 6 sportivi. Cate echipe de volei
poate forma un antrenor avand 10 voleibalisti la dispozitie?

Solutie. Deoarece la formarera echipei antrenorul este preocupat
numai de componenta acesteia, este suficient s3 determinim numarul
combindrilor de 10 elemente luate cate 6, adici

10! 10-9-8-7
6 _ 4 _ —
Clo=Clo =

4!1-6! " 1.2-3.4
Raspuns: 210.

= 210.

6. Cate numere de céte cinci cifre pot fi formate cu cifrele 0 si 1?7

Solutie. Cum cifrele se repeta gi ordinea are important3, este vorba
de aranjamente cu repetitii. Aici m=35, n=2.

Din cifrele 0 si 1 pot fi formate A3 = 25 numere a cate cinci cifre.
Insi trebuie de luat in consideratie ca numarul nu poate incepe cu cifra
zero. Deci din numairul A—g trebuie scazut numarul acelor numere care
incep cu zero. Numere de felul acesta sunt A_g. Prin urmare, numarul
cautat este

A3 - AT =25—2=16.

R3spuns: 16.

7. Cate numere de cate trei cifre pot fi formate cu cifrele 1,2, 3,4, 5,
daca cifrele se pot repeta?

Solutie. Cum cifrele se repetd, evident este vorba despre aranja-
mente cu repetitii de 5 cifre luate cate trei. Prin urmare, pot fi formate
A} = 5% numere a cate trei cifre.

Raspuns: 125.
8. Din 10 trandafiri si 8 gheorghine trebuie si se formeze buchete

care contin 2 trandafiri §i 3 gheorghine. Cate buchete de felul acesta
pot fi formate?

Solutie. Doi trandafiri din cei 10 care ii avem pot fi alesi in C%,
moduri, iar trei gheorghine din 8 pot fi luate in C3 moduri. Aplicand
regula inmultirii, avem: numarul total de buchete care pot fi formate
este C3, - C3 = 1890.

Raspuns: 1890.

9. La o seratd dansanti participi 12 domnisoare si 15 cavaleri. In
cate moduri pot fi alese patru perechi pentru a dansa?
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Solutie. Cele 12 domnisoare pot fi repartizate in grupuri a cate
patru persoane in Cj, moduri, iar cei 15 cavaleri — in C{s moduri.
Deoarece in fiecare grup format de domnigoare (sau de cavaleri) ordinea
are importanta, fiecare din acest grup poate fi ordonat in P4 moduri.
Ca rezultat (aplicim regula inmultirii), vom avea C7, - Py - Cfs =
= AL, - Cis = Cf, - Afs = 16216 200.

Raspuns: 16216 200.

10. Pentru efectuarea unui zbor cosmic pe Marte este necesar de
a forma echipajul navei cosmice in urmatoarea componentd: capitanul
navei, primul adjunct al cipitanului, al doilea adjunct al capitanului,
doi ingineri de bord si un medic. Tripletul de comanda poate fi selectat
din cei 25 de piloti care se pregitesc de zbor, doi ingineri de bord
din numirul de 20 de specialigti care cunosc la perfectie constructia
corabiei cosmice, iar medicul — din numaérul de 8 medici.

in cate moduri poate fi format echipajul navei cosmice?

Solutie. Alegind cipitanul §i adjunctii sai, este important de de-
terminat cine din piloti ar face fatd mai bine unor functii oarecare de
dirijare a navei. Deci este important §i modul de distribuire a functiilor
intre membrii tripletului format. Asadar, tripletul de dirijare poate fi
format in A3, moduri.

Functiile ambilor ingineri de bord sunt cam aceleagi. Ei pot
indeplini aceste functii cosecutiv. Deci perechea de ingineri poate fi
format3 in CZ, moduri. Referitor la medic - situatia este aceeasi, adica
medicul poate fi ales in C§ moduri.

Utilizand regula inmultirii, avem: fiecarui triplet de dirijare i se
poate asocia un cuplu de ingineri in C2, moduri. In total vom avea
A3,-CZ; cvintete. Fiecarui cvintet i se asociazd un medic in C 2 moduri.
Ca rezultat, echipajul navei cosmice poate fi format in A3 -C2, - C]
moduri, sau

A3 - C%, - C3 = 20976 000.

Raspuns: 20976 000.

11. In cate moduri diferite pot fi alese cinci prajituri de acelasi
fel sau diferite intr-o cofetirie unde exist3 11 feluri diferite de prajituri?

Solutie. Cele cinci prajituri pot fi toate de un fel sau patru de un
fel si una de alt fel, sau trei de un fel si doud de altfel, ... etc. sau
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toate de feluri diferite.
Numarul cautat al seturilor posibile a cite cinci prajituri de cele
11 feluri este egal cu numérul combingrilor cu repetitii de 11 elemente
luate cate cinci, adica
&5 = (114+5-1)! 15!
T o511 -10)r T 50!
Raspuns: 3003.

= 3003.

12. Intr-un grup de 10 sportivi sunt doi véslasi, trei inotitori, iar
ceilalti sunt atleti. Trebuie de format o echipi din 6 persoane pentru
competitiile care se apropie in aga mod, incat in echipi si fie cel putin
cate un reprezentant al celor trei feluri de sport nominalizate.

In cate moduri poate fi formatd aceasti echipa?

Solutie. a) In echipi poate fi un vaslas, un inotator si patru atleti.
Vaslagul poate fi ales in C'} moduri, inotitorul in C. 3 moduri, iar atletii
—in C? moduri. Utilizind regula inmultirii, avem C - C1 - C# moduri.

b) In echipi poate fi un vaslag, doi inotétori si trei atleti. Conform
rationamentelor anterioare, num&rul echipelor de componenta aceasta
vafi C1.C32-C2.

¢)in echipa poate fi un vaslag, trei inotatori si doi atleti. Numarul
echipelor in cazul acesta va fi C} - C3 - C2.

d) In echipd pot fi doi vaslasi, un inotitor si trei atleti. Vom avea
C3 - C} - C2 de aceste echipe.

e) In echipa pot fi doi vaslasi, doi inotatori si doi atleti. Numarul
de echipe va fi C% - C% - C2.

f) in echipd pot fi doi véslagi, trei Tnotatori si un atlet. Echipe vor
fi in numar de C% - C3 - C1.

Utilizdnd regula sumei, numarul total de echipe care pot fi formate
este
C%-C\-}-C§+C%-C§-C§+C;}-Cg—C§+C§-C§-0§+C§-C§-C§+C§-C§-Cl =
=175

Raspuns: 175.

13. Sunt date k = 15 litere mari, m = 10 vocale si n = 11 consoane
(in total k£ + m + n = 36 litere). Cite cuvinte diferite pot fi formate
din aceste litere, dacd in fiecare cuvant pe primul loc trebuie si fie o
litera mare, printre celelalte litere trebuie si fie i = 4 vocale diferite
(din numarul celor m = 10 date) §i ¥ = 6 consoane diferite (din cele
n = 11 date).
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Solutie. Alegem o literd mare. Aceasta alegere poate fi efectuatd
in k moduri. Apoi din m vocale alegem pu litere. Acest lucru poate
fi facut in C}, moduri. In sfargit, alegem v consoane, ceea ce poate
fi realizat in C¥ moduri. Utilizind regula inmultirii, alegerea literelor
necesare pentru formarea cuvantului poate fi efectuata in & - ChCF
moduri.

Dupi ce am plasat litera mare pe primul loc, cu celelalte p + v
litere pot fi formate (g + v)! permutiri. Fiecare permutare de felul
acesta furnizeazi un cuvant nou. Agadar, in total pot fi formate
k-CE . C¥(u+ v)! cuvinte diferite, adicd 15 - C{,CF, - 10!

Rispuns: 15-C3,C$, - 10!

14. Intr-o alimentara sunt trei feluri de bomboane. Bomboanele
sunt ambalate in trei cutii diferite, pentru fiecare denumire cutia sa.
In cate moduri poate fi comandat un set de cinci cutii?

_ (3+5-1)! _ ! e

51-(3—-1) 5!'-2! ’

Solutie (vezi problema 11). E§

Raspuns: 21.

15. Pentru a forma garda de onoare de 10 persoane, sunt invitati
ofiteri ai trupelor: de infanterie, aviatie, graniceri, artilerie; ofiteri ai
flotei maritime si ai trupelor de rachete.

In cate moduri poate fi aleasd componenta garzii de onoare?

Solutie. Avem 6 categorii de ofiteri. Repetand rationamentele din
problema 10, avem de calculat combindri cu repetitii de 6 elemente

luate cate 10, adica

E,ﬁ_(6+10-—1)!_ 15! 15-14-13-12-11
6 ~ (6-1)-100  5!'-10!  1-2-3-4-5

Raspuns: 3003.

= 3003.

16. Pe un raft sunt m + n carti diferite. Printre ele m sunt cu
coperte albastre, iar n cu coperte galbene. Cartile sunt permutate in
toate modurile posibile. Cate pozitii diferite ale cartilor sunt, daca:

a) cirtile in coperte albastre ocupa primele m locuri;

b) cirtile in coperte albastre stau alaturi?

Solutie. a) Cartile in coperte albastre pot fi plasate pe primele m
locuri in P,, = m! moduri. Cu fiecare repartizare de asa fel, cartile in
coperte galbene pot fi repartizate in P, = n! moduri. Utilizand regula
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inmultirii, avem in total m!-n! pozitii in care cirtile in coperte albastre
ocupa primele m locuri.

b) Fie cartile in coperte albastre aranjate alituri. Atunci dupa ele
pe raft pot fi sau n cérti in coperte galbene, sau n—1, sau n— 2,...,sau
nici o carte in coperte galbene. Asadar, putem plasa cartile in coperte
albastre, astfel incat ele si urmeze una dupi alta in 7 + 1 moduri. in
fiecare din aceste pozitii, cirtile in coperte galbene pot fi permutate in
orice mod, de asemenea si cdrtile in coperte albastre pot fi permutate
in orice mod. Drept rezultat, vom avea m!-n!- (n + 1) pozitii diferite
ale cartilor.

Raspuns: a) m!-n! b) m!-n!-(n+1).

17. Aflati termenul al patrulea al dezvoltirii binomului lui New-
ton (2z/z — Yz )B.

Solutie. Conform formulei (9). termenul de rangul 4 are forma
Ty = C3(2z/z)83 - (—zV/3)3 = —C3 .25 . 215/2. 5 =
= —?‘—2'5 - 252172 = _256.7.317/2 = _1792. £17/2,
Raspuns: —1792 - 217/2,

18. Aflati coeficientul cel mai mare in dezvoltarea binomului

[(1+=z)(1/z - 1)]™
Solutie. [(14—3:)(% - 1)]m ) (Ml_—xl)m = {1 =) =

T ™
m
=z~™. Y CE(=1)k. 2%,
k=0
Daca m este numar par, adicd m = 2s, s € IN*, atunci dezvoltarea
binomului contine 2s + 1 termeni, iar in baza proprietitii VII, coefi-
cientul (3, este cel mai mare.
Daca m este numar impar, adici m = 2s + 1, s € IV, in baza
aceleiagi proprietati VII, dezvoltarea binomului contine doi termeni

care au coeficientii cei mai mari C3,,,,Cst},.

Raspuns: C3,, daci m este numir par; C3,41,C3tl1, dacd m este
numar impar.

19. Aflati termenii care nu-l contin pe z in dezvoltarea binomului
[(1+z)(1+41/z))".
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Solutie. [(1+x)(1+%)]n _ (I—Z:i%-

in dezvoltarea acestui binom1 are forma
k Lk k k—
Tk+1 = Fcznl‘ — C‘Zﬂ.-x n.
Acest termen nu contine z numai dacd k —n = 0 & k = n. Deci
termenul care nu-1 contine pe = este Tp41.

. Termenul de rangul £+ 1

Raspuns: Tp41.

20. In dezvoltarea binomului
(ai/a/3—b/Va®)"
aflati termenul care contine pe a la puterea a treia, dacd suma
coeficientilor binomiali care se afli pe locuri impare in dezvoltarea
binomului este egald cu 2 048.

Solutie. Vom afla mai intai exponentul 7. In baza proprietatii VI a,
suma coeficientilor binomiali este 2". Deoarece suma coeficientilor care
se afli pe locuri impare este egald cu 2048, iar in baza proprietatii
VI b, ea este egald cu suma coeficientilor care se afla pe locuri pare in
dezvoltarea respectiva, avem '

2048 = 271 @ 211 =271 & n = 12,
Asadar, gradul binomului este 12. Termenul de rangul k + 1 ia forma
Tir = Chy(a$/af3)27 - (-1)F - (b/Vad)* =
— C'ic‘z . (_1)k/(3{12—k}15) . (66;’5)12—15 . a—Skﬁ . bR,
Tinand cont de cerintele problemei, avem

ag(]i—-k)_% :(13 & 72 — 6k B E’E - 3s

= rd

©24.7-2-Th—5k=350 19k =133 ¢ k=71,

Tg=CT,-a®-371-(=1)7-b" = —264a%".
Rispuns: —264ab".

21. Pentru care valoare a lui n coeficientii binomiali ai termenilor
al doilea, al treilea si al patrulea din dezvoltarea binomului (z + y)*
formeaza o progresie aritmetica?

Solutie. In baza formulei (8), avem
TZ = Crlixn_ly': I3 = Cﬁxn—Qy‘Z’ Ty = ngn_ByS&
iar din conditiile problemei rezulta relatia
(n—1)n—-2) __ n(n=1)

ClyC3=202 & n+t = : =2 =
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2,

& n(6+(n—1)(n-2)-6(n—1)) = 0 "EX n2_gnt14= 0 & [ n=2

Conditiile problemei sunt verificate de valoarea n = 7.
Raspuns: n = 7.
22. Demonstrati cd diferenta coeficientilor lui z%+! si z* in dez-

voltarea binomului (1 + z)"*! este egali cu diferenta coeficientilor lui
z*+1 5i 2%-1 in dezvoltarea binomului (1+2z)".

Solutie.  Coeficientii lui z*¥*! si z* in dezvoltarea binomului
(1+2)™*" sunt CXE} si Ok, respectiv. Evaluim diferenta

9 (n+1)—k n+1l-—k
Gt = Can = O = Gl = (S 1) -Gl =
_ntl-k—k-1 (n4+1)} (n—2k)-(n+l).'- A
R Rnt1-k)!  krDl-(nr1-k)

In dezvoltarea binomului (14 2)", coeficientii lui z*+! i zF-1 sunt
Ck+1 5i C5-1, respectiv. Evaluim diferenta

k+1_ k-1 @k k-1 @n—k n-k+1 k=1_ k-1 _
Cﬂ. Cn = k+lcnk.fn k_’ k)-}—l k Cn Cn =2
_((n—Fk)(n- +1_)_k-1_
- (= 1) e
(k)P +(n—k) -k —k n! ~
a (k+ 1)k (k—1)n—k+1) "

_(m+D(n-2k)-n!  (n=2k)-(n+ 1)
T (kD n-k+1)! " (k+1)l-(n-k+1)

(+x)

Cum membrii din dreapta in (%) si (*x) sunt egali, rezulti egali-
tatea membrilor din stinga, adici
Cr’:i} —Cry = CEH —C¥-1,
ceea ce trebuia demonstrat.

23. Comparand coeficientii lui z in ambii membri ai egalitatii
(1+2)"-(1+2)"=(1+z)t,
demonstrati ci

CaCo+ G 'Ch +...4C%CL =Ck .. (4)

Solutie. (14+2)™-(1+2)" = (CO+CLz+C22%+.. . +Chak 4. 4+
—I—C,?f"lxm_l+xm)-(C'2+C,llx+C§x2+. : .+C'f§xk+. e CB1gn=14 20,
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In membrui drept al acestei egalitati, coeficientul lui z* este
€O .CE4+CL-CE14CL.Ch24...+CL-CE 4+ CL-CF,
iar in dezvoltarea binomului (1 + x]”+m, termenul de rangul kK + 1 are
forma
Tk.{.] = C:’:l-i-n . Ik.

Cum polinoamele (1+z)™-(1+z)" si (1+ z)™+" sunt egale si au
acelasi grad, rezultd egalitatea coeficientilor pe langd aceleagi puteri
ale lui z, or aceasta si finalizeazd demonstratia egalitatii (4).

24. Demonstrati egalitatea

B G G B 2 1
et 2= 2n — =
n.+1+n+n 1+ +1 n+]_( 2)
o we AR O €3 (:"1 y Cn  Cpl
Solutie. Fie +l+_n_+ 1+ PRl A¢n+1+ s
cn— -2 C{l
+ ’i_ 1 +...4 —=A4A.
Multiplicam ambii membrl ai ultimei egalxtap cu (n + 1). Obtinem
1
"iic +n+ crl 4 Zficn“% +n+ = An+1)D
& Co + C+1 +C3+ ...+ Ch = A(n+ 1) &
-~ C‘ﬂ.-l-]- + cn+1 + Cﬂ+1 i C.:i% = Cg+1 =+ A(ﬂ “+ 1) g}‘
@ ortl =00, 1+A(:r:,+1)4»2“+7l Cli=An+l) &
gl 4 2 1
= —_— — " 2”’ e
i n+1l 4 n+1 ( 2)
Revenind la expresia initiala, avem
¢ ¢ Gk Gh 2 el
gl oy e A n+1(2 _E)'

ceea ce trebuia demonstrat.

25. Demonstrati ca
nC® — (n=1)CL+ (n—2)C2 - (n=3)C3 + ...+ (-1)**C3~1 = 0.

Solutie. Scriem dezvoltarea binomului (z — 1)
(2 —1)* = C%" — Clz"! 4+ Clz"2 - C3z»—34

Fieob (=) 10012 + (-1)C5. (4)

Derivim ambii membri ai egalititii (A4) in raport cu z. Obtinem
a(z — 1)*1 = nC%"! — (n — 1)CLa™ 2 + (n — 2)C22" 3~

—(n=3)C3%™ .+ (-1)"Cr (+%)
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Punem in (##) 2 = 1. Atunci
0=nCR~(n~1)CL+(n~2)C2~ (n—3)C3+ ... + (~1)r=1Cn1,
ceea ce trebuia demonstrat.

(Alte metode vezi pag. 54 in [2].)

26. Demonstrati c4 egalitatea
1~ 10C3, +10°C3, - 103C3, + ...~ 10*-1C} 4 107" = (81)~
este adevarata.

Solutie. Se observi ci expresia
1-10C3, +10%C3, - 103C§, + ... — 10?"-1C}, + 102°
reprezinta dezvoltarea binomului (1 — 10)2" = 927 = (81)", ceea ce
trebuia demonstrat.

27. Aduceti expresia P, + 2P, + ...+ nP, la o form4 mai simpla.

Solutie. Vom efectua transformirile de rigoare aplicind metoda
inductiei matematice. Fie

P1+2P2+...+RPRZAH. (*]

Pentru:
n=1avem P, = 4; & 4, =1;
n=2avem P+2pm =40 14+2-21=4 85=4, &
¢>3!—1=A2¢>P3—1:A2.

n=3,avem P, +2p;+3P3=A3 & Ay + 3P = Az &

©3-143-3'=A4;03(1+3)-1=A3 4/ —1=
= A3 Py—1= As.
Presupunem ca pentru n = k egalitatea (*) ia forma

P1+2P2+...+kPk=(k+1]!—1. (%)

Calculdm valoarea expresiei (%) pentru n = k + 1. Avem

Pi+2P+3Ps+. .+ kPt (k+1) Pyt ) (k+1)1= 14 (k+1)Peyy =
=(k+1) -1+ (k+1)(k+1)= k+D)(1+k+1)-1=
=(k+2)!~1= Py - 1.

In baza principiului inductiei matematice, ajungem la concluzia ci
P]+2P2+...+'RPH :(R+1)!—-I=Pn+1 —1

Raspuns: Py + 2P, + ...+ nP, = Py - 1.

28. 54 se arate cd oricare ar fi m,n € IV, m!- n! divide (m+n)!
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(m+ n)!
m! - n!
submultimilor care au n elemente ale unei mul{imi cu (m + n) ele-
(m + n)!
m! - n!

este numar intreg, or aceasta §i aratd cd m!-n! divide (m + n)!

Solutie. Conform definitiei 3, = Cp4n este numarul

mente, adica CP,, este un numar natural. Prin urmare,

29. Sa se deduca egalitatea
(n — k)CKY — (k+1)Ck = (n - 2k — 1)CF1].

Solutie. Utilizim proprietatea X. Avem
CEH = (n— k)/(k+ 1)CALL, CE=(k+1)/(n+1)C.

Ca rezultat,
(n—kP 41 (B+1P 4y

(n — k]Cf:‘H - (k + l)C,f = “'H_-+T_Cn+1 = _n_-I—Tan
(kP - (k+1)° Cktl = (n'k“k'_l)(nﬁk'!'k""_l)ckﬂ =
- nt 1 Rl = n+1 wH =
_ (n—-2 n—:i(n +1) Cﬁﬂ =i(n—2k=1): cﬁi{’ c.t.d.
30. Si se calculeze suma
4 n+2

On = 1!+2!+3!+'2!+3!+4!+"'+ W+ (nt+ )+ (n+2)!

Solutie. Se observa ca termenul a, al acestei sume poate fi trans-
format in modul urmator

n+2 n+2
On = - — —
Wt (nt )l +(n+2)! nl(l+n+l+(nt1)(nt2))
n+2 1 n+1

T Ant2? nln+2) a(atD(n+2)
a4+l (n42-1_ 1 1
“m+2) (42 (n+1)! (n+2)
Atunci suma S, ia forma
s —_1__i+l__i+ ___1__+_1__|_ i ! + 1 —_
nENTRTR AT k=1 TR (n41)! (4 1)
1 1 1

Tm+2) 27 (n+2)
Rispuns: S, =1/2-1/(n+2)!

31. Rezolvati ecuatia
Cl +6C2 + 6C2 = 922 — 14z.

Solutie. C1 +6C2 + 6C3 =92% — 14z &
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:.:(1-—1)+6_:c(2:—1)(x—2)

. = 2_
Sz 46 13 T 9z ld4z &
Gr+3z(z—1)+z(z—1)(z—2)=922 - 142 £28 1 + 32 — 3+ 22_
—3z+2-92+14=0%& 22 —9z+14=0@[$:§’

Deoarece C2 are sens numai pentru z > 3, rezulta ca solutie a

Raspuns: z = 7.
32. Rezolvati ecuatia
C“"1 +2C3_, =7z -1).
Solutie. CZ72+2C3_,=17(z-1) &
(z+1)! o (z - 1)
(z =2)((z+1) - (z - 2))! (z—1-3)!

=T7z-1)&

(z=2)(z-1)z(z+1) (z-4)(z-3)(z-2)(z-1) _ gy 224
(z—-2)!-3! (z—4)!- 3! =le-l=
& (z-1)z(z+1)+2(z~3)(z-2)(z2—1)—-42(7—-1) = 0 & 22~32-10 =
=0 | 257 =8
=U= B = I=09.
Raspuns: z = 5.
33. Rezolvati ecuatia
(ALY] - Poy)/Ppy = 72. (A4)

Solutie. Deoarece Azﬂ =(z+1)!/(z-y)!, Poey = (z —y)!,

z+1)! (z-y)! >
P,y =(z—1)!, avem (4) & E-T m— . =17 =72 O{y;x z(z+1)
i e
z=-9

Cum y € IV 5i y < z, avem y € {0,1,2,3,4,5,6,7,8)}.

Raspuns: 2 =8; y¢€{0,1,2,3,4,5,6,7, 8}.

34. Sa se determine valorile lui z care verifici egalitatea

(z+2) = -15(z — 1)+ 5[z! + (2 + 1)!].

Solutie. (z +2)! = —15(z — 1)! + 5[z! + (z + 1)!] &
& (z-Dlz(z+1)(z+2) = —15(z~1)1+5[(z—1)lz+(z—1)lz(z+1)] &
& (- Dz + 1)z +2) = (z - 1)[-15 + 5z + 5z(z + 1)] &2
Sz(2?+32+2) = -154+522 4+ 10z & 23 - 222 -8z +15=0 &
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Tr = 3, - .o . s 9 _
& [ 23 g B = z = 3, deoarece solutiile ecuatiei z°+z—-5=0
sunt numere irationale.

Raspuns: z = 3.

35. Sa se rezolve ecuatia A;i} (z—=n)!=90(z—1)!

(z+1)!

X n+l - -
Solutie. AZt] - (z—n)!=90(z - 1)l G a) (z—n)! =
=90(c—1)! B (z-Dlz(c+1)=90(z-1)! & 2> +2-90=0¢

& [ '; i %10 =z =9. Atunci n € {0,1,2, 3,4,5,6,7,8}.

Rispuns: z =9, ne€ {0,1,2,3,4,5,6,7,8}.
36. Rezolvati sistemul de ecuatii

{ AZ: P,y + Cy™* = 126, (B)

PJH']- =720.

, Solutie. Din conditiile problemei, avem z,y € IN cuz > 1§iz < y.
In baza formulelor (1) - (3), avem

LWy, [MeD)
B el e T G-oE O e{y-aa e
(z+1)!=720 A Y
y!-6
z+1=6 T=

(*)

y® — 10y* + 35y° — 50y° + 24y — 2520 = 0,
{:c =5.
Divizori ai termenului liber in (*) sunt numerele
+1; +2;+3; £4; £5; £6; £ 7; £8; £9; +10;. .. .

Utilizim schema lui Horner si teorema Bezout pentru a selecta nu-
merele care sunt solutii ale ecuatiei (). Cum y € IN, vom verifica
numai numerele naturale. Se verifici: numerele {1,2,3,4,5,6} nu sunt
solutii ale ecuatiei (x).

Verificdm y = 7.

|1 -10 35 -50 24 —2520
711 -3 14 48 360 0
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Deci
(¥) & (¥ -y - 3y° + 1492 + 48y + 360) = 0 & y = T
deoarece pentru y > 7, expresia y* — 3y% + 1432 + 48y + 360 > 0.
Asadar, solutia sistemului (B) este perechea (5,7).
Raspuns: {(5,7)}.
37. Aflati z si y, daca
CI™: (CY o+ 013 +200 )10V = 3:5:5, (C)

Solutie. Vom aduce mai intai la o forms mai simpld expresia
i i = : = i T
Cona + CT5 42080 = (C, + CLT) +(CYoh + €42 &
=0F gt S
Ca rezultat, sistemul (C') ia forma
y=1. -y _ o9 .=
cyt :CY:C¥ = 3:5:5 {ggcggf ;g;’ @

z! z!
(y=Diz-y+ 1) yiz—y)

[SA N VL

z! z!

Wz-y) @-y- Di(y+1)!

yhE=mt 3
(T=bHL(z-y+1)* 5

.t}
T=y—1)! (y+ D s

- (z—y)h

-53-;=3.a~:—3y-iL3,¢;> 8y=6y+3+3,¢:’ y=3,
y+l=z-y T=2y+1 2=T

Raspuns: {(7,3)}.

38. 54 se determine valorile lui z, astfel incat
(z(z 4+ )N/(2-2!) < 22 + 9.
Solutie. Din enunt rezulti z € IV. Atunci

1! - !
———2(“.j sn+9@x_‘zg—(x_:ﬂ‘)s2r+9@w’*+wi4z+18#
! L 44

2-x
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e22-3-18<0& (z+3)(z—-6<0Ez-6<0£0<2<6
si z € IN. Deci z € {0,1,2,3,4,5,6}.
Rispuns: z € {0.1,2,3,4,5.6}.

39, S3 se gaseascd valorile lui z care verifica inecuatia
2052 =705 3 < 8(z = 2). (*)

Solutie. (%) are sens pentru z € IV si z > 3. Deoarece

CE3=02 = F-the—2) ”'(; =2, 23 = ¢, =z -2, rezultd c&
(#) & ﬁ_‘%@_?u_g) <8(z—-2)& (z—2)[z(z—1)-30] <
§0<=>(x—2)($2—x—30)50#(3—2}(x+5)(1‘—6)50:~§§:§
, r =3,
o(z-2)(z-6)<0e2<z<6=> zj)
e B,
Rispuns: = € {3,4,5,6}.
40. Si se rezolve sistemul de inecuatii:
Czii - Cim <100,
f 143 Poys _ (D)
TH 96 - Poys
(z+ 1)! (z+1)! 00.

($—2)5-3!_($—1)3-2351
(z+5)! 143-(z+5)
A (z+1)  96-(z+3)

Solutie. (D) & &

(z-Lz(z+1) =z{z+ 1)
3! —— S L

2 o
(z+2)(z +3)(z+4)(z+5) 143(z + 4)(¢ +5)
4! - 96 =0

o z(z+1)(z—4) <600, o 23—32%-42-600<0,
(z+4)(z+5)(4(z+2)(z+3)—143)<0 4224202 -119<0
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z%-322-42-600<0,

=22 {23~3z2—4x—600$0,§ =2, -
el 1z€{2,3} z3-32%2-42-600<0,
. z=3
8—12—8—500SU,
s { r=2 % [ T = 2?
27 — 27— 12 - 600 < 0, =7
{ =3

Raspuns: z € {2,3}.

3.3. Exercitii propuse

1. O comisie este formati din presedinte, adjunctul sau si inci
cinci persoane. In cate moduri membrii comisiei pot distribui functiile
intre ei?

2. In cite moduri pot fi alese trei persoane dintr-un grup de 20
de persoane pentru a efectua o lucrare?

3. Intr-o vazi sunt 10 garoafe rosii si 4 roze. In cate moduri pot
fi alese trei flori din vazi?

4. Lacatul poate fi descuiat numai in cazul cind a fost corect
format un numar de trei cifre din cele cinci cifre fixate. Numarul este
format la ghici, luand la intamplare 3 cifre. S-a dovedit ci numai la
ultima incercare lacitul a fost descuiat. Cate incercari au precedat
succesul?

5. Pe un raft sunt 30 de volume. In cite moduri pot fi aranjate
cartile, astfel incat volumele 1 §1 2 sd nu fie aldturi pe raft?

6. Patru trigitori trebuie si nimereascs opt tinte (fiecare cate
doud). In cite moduri pot fi repartizate tintele intre tragitori?

7. Cate numere de patru cifre, formate cu cifrele 0, 1,2,3,4,5,
contin cifra 3, dacd: a) cifrele in numair nu se repetd; b) cifrele se pot
repeta?

8. In sectia de pian activeazi 10 persoane, in sectia de decla-
matori 15 persoane, in sectia de canto 12 persoane, iar in sectia de
fotografie ~ 20 de persoane. In cate moduri poate fi formatd o echipi

98



in care sa fie 4 declamatori, 3 pianisti, 5 cantdreti si un fotograf?

9. Sapte mere si trei portocale trebuie puse in doua pungi in asa
mod ca in fiecare din ele si fie cel putin o portocala si numarul de
fructe in pungi si fie acelagi. In cite moduri poate fi realizati aceasti
repartizare?

10. Numarul de inmatriculare al unei remorci este compus din
doua litere gi patru cifre. Cate numere de inmatriculare diferite pot fi
formate utilizand 30 de litere si 10 cifre?

11. Pe o laturd a unui triunghi sunt luate n puncte, pe latura a
doua sunt luate m puncte, iar pe latura a treia a acestui triunghi sunt
luate k puncte. In plus, nici unul din punctele considerate nu este varf
al triunghiului. Cate triunghiuri existd cu varfuri in aceste puncte?

12. In jurul unei mese trebuie asezati cinci cavaleri si cinci
domnigoare in asa mod ca sa nu stea alaturi nici doud domnisoare,
nici doi cavaleri. In cate moduri poate fi facut acest lucru?

13. Doud variante ale unei lucrari de control la matematica tre-
buie distribuite la 12 elevi. In cate moduri pot fi agezati elevii in doui
randuri astfel incat elevii de alaturi sa aiba variante diferite, iar cei
care stau unul dupa altul sa aiba aceeasi varianta?

14. Sapte obiecte diferite trebuie distribuite la trei persoane. In
cate moduri poate fi ficutd aceasta distribuire, daca uneia sau la doui
persoane poate sd nu le nimereasca nici un obiect?

15. Cate numere de gase cifre pot fi formate cu cifrele 1,2, 3,4, 5,6,
7, astfel incat cifrele sa nu se repete, iar cifrele de la inceputul
numarului si de la sfarsitul lui sa fie pare?

16. Cate numere diferite de patru cifre pot fi formate folosind
cifrele 1,2,3.4,5,6,7,8, dacd in fiecare din ele figureaza cifra unu o
singura datd, iar celelalte cifre se pot intalni de mai multe ori?

17. Pentru a acorda premii castigatorilor la olimpiada de mate-
matica, au fost puse la dispozitie trei exemplare ale unei cirti, doua
exemplare ale alteil carti si un exemplar al cartii a treia. Cate pre-
mii pot fi acordate, daca la olimpiada au participat 20 de persoane si
nimanui nu i se Inmaneaza doud carti concomitent? Aceeasi problema,
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dacd nimdnui nu i se inmaneaza doud exemplare ale uneia si aceleiasi
carti, dar pot fi inmanate doud sau trei cirti diferite?

18. Literele alfabetului Morze sunt alcituite din simboluri (puncte
gi liniute). Cate litere se pot desena, dacd vom cere ca fiecare literd si
contina nu mai mult de cinci simboluri?

19. Pentru a gasi prietenul rdticit, nigte excursionisti s-au di-
vizat in doud grupuri egale. Printre ei sunt numai patru persoane
care cunosc imprejurimile. In cite moduri se pot diviza excursionistii,
astfel incat in fiecare grup si nimereasca doud persoane care cunosc
imprejurimile, dacd in total sunt 16 persoane?

20. Fiecare din cei 10 radisti situati in punctul A se striduie si
ia legatura cu fiecare din cei doudzeci de radisti situati in punctul B.
Céate variante diferite de stabilire a acestor contacte pot fi?

- Demonstrati egalitatile:
21: Cr¥ e ACE=CYs
22. CR+CL +...+ Oy = C - s
23. (1 +203;+3C,§+ .4 nCP = n .21

24. CP+2C3 +3C + ...+ (n+1)C2 = (n+ 1) - 271,

1 1 o 1
2b. 9% S0 4 S0 ~1 - :
cr 2 36S nCn (n+1 )

2. et e c_g+"‘+c;*-1‘ 2
27. C0+2CL +2%C2%2 + ...+ 2°C" = 3~;
22(*1 2302 2n+lcn 3ﬂ—1 =
28. 2¢° 24 ... no= :
En = + 3 fhiaeof n+1 n+1
vk k45 9 k+1
29' Cﬂ C}i ZCn

CE+ R T CE 4 CF ~ Ch¥ 4 OB
(unde n.k € IN, n > k + 3);
on 271—1 2n—2 20 an

30. — et — = —
b ot = oy S o= Tt - o
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81. S Chy 1/ =2% 82 Z(pC'p) =n-C3 0

p=1
m m

33. Y Ch-CpF=Cliy 34 S (=1kCh = (-1)"CoLas
k=0 k=0

3. Y cp-Cr=C- 2"
k=m
(unde n,k,p,m.q € IV).

Sx se rezolve ecuatiile si sistemele de ecuatii:
368. A2:CZ1 =48; 37.CZ;2+2C3 , =T(z - 1);
38. A%:(A3,, — CI~%)=24/23; 39. A2 05 2= e

40. A3 — 2A% = 34%; 41, AB:C° 3 =336;
42. A28 = g Py o; 43. Poyg:(AZZ3 - P3) = 2105
44. AT} + 2P, = (30/7) - Pa:

45, C2' + C22 4+ C2 3 4.+ CT %+ Cz-? 4 C219= 1023;

46. Poyz: (A3 - Pos) =720,  4T.C3F':C5ol =2/3;

48. A2_, - Cl =19; 49.3C2 , -2Al =1z

50. C2,,:C3 = 4/5; 51. 12C1 + 02 = 162;

52. A3, +CTE=14(z +1);  53. Puys: (ATH . P, ) =240;
54. C1 = 7/15- A3 ; 55.C3,,:C1=6:5;

56. C2,,- A2 —42% = (A},)% 57 3C2,, + Py -z = 4A%;
58. A2 3 = C2,y +20; 59.C2 4+ Ci=11C2,;

80. 1162 =24C%. 61. (A3, + AD): A3 | =99;
62. A"l - (z —n)! = 90(z — 1)';63. G: =03

84. C3 = 2C="% 85. AS — 242C5 = 1143;
86. A2_, + C*% = 101; 67. P:_1 - 1'% - {—’"}irll—)s:
68. 120511 = 55A2.4; 69.CZ 2.5 = Chi;

70. A3 = 1843 _,: 71. (A0 — A%): A% = 109;
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72. (n+2)!: (A - (n - k)!) = 132;

74.Cyy:C¥ Y = 6:5: 2,
75 (AY_, + yAﬁ:i):quI :CY¥ 1 = 10:2:1:
76. A7 AY | :(CY_,+CY21) = 21:60:10;

TT-C:Ch:C0 = 2:3:4 73.{

79

81.

=2

A3y - 8421 = g, -
9C,7 - 8C3 ! = o5
. n 1 k
ICnﬁ% & k ly = i1
] - 82.
k— 7= -
ey =y

A7 +3CY =90,
73.
A¥ - 2C¥ = 40;

+1

005 = 160
AY =748,
{603 = BCEH,

gAY P =15P. 5,

7C: - y* 1z = AS,

2 T~2 2 = A8
C._,. = y rET = Alo,

11C3.

yx—3 " _,:3 =

4
A13-

S4 se rezolve inecuatiile si sistemele de inecuatii:

- 1)!
g 2oL 72; 84.
(z - 3)!
85. z(z ~- 3)! < 108(z — 4)!; 86.
8%.C; >Ch 88.
89. C5 % > ¢z 90.
91. CF < CTH%; 92.
83. C? < C4; 94,
95. CZ71 > 3/2; 96.
BI. O 05 98.
99. 2C;77 - 70273 < 8(z — 2); 100.
101. 43, :C273 > 14 102.
143P,
103. C* i T 0; 104.

45 96Px+3
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-1
C3 <

O o

(n+2)!
(n+1)(n+2)
G: <O

<10

x .
C?O?

CP< 2

T
CIS!

5C3 < Cayas
22> 1107

z—23

2z—-8 2r-12,
C?x 2 C‘2.7: ’

Covi ~ C27l <100

Cly-C3, -2k
A3, 143 St
Pz+2 4P:c—l

00;

?



