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Mamei mele



ASUPRA UNOR NOI FUNCTII IN
TEORIA NUMERELOR

Introducere

Performantele matematicii actuale,ca st descoperirile din viitor
1si au,desigur, inceputul in cea mai veche si mai aproape de
filozofie ramura a matematicii, in teoria numerelor.

Matematicient din toate timpurile au fost, sunt si vor fi atrasi de
frumusetea si varietatea problemelor specifice acestel ramuri a
matematicii.

Regina a matematicii, care la randul ei este regina a stiintelor,
dupa cum spunea Gauss, teoria numerelor straluceste cu lumina si
atractiile ei, fascinandu-ne si usurandu-ne drumul cunoasterii
legitatilor ce guverneaza macrocosmosul si microcosmosul.

De la etapa antichitatii, cand teoria numerelor era cuprinsa in
aritmetica, la etapa aritmeticii superioare din perioada Renasterii,
cand teoria numerelor a devenit parte de sine statatoare si ajungand
la etapa moderna din secolele XIX si XX,cand in teoria numerelor
ist fac loc metode de cercetare din domenii vecine, ca teoria
functiilor de variabila complexa si analiza matematicii drumul este
lung, insa dens, cu rezultate surprinzatoare, ingenioase si culte nu
numai teoriel propriuzise a numerelor, dar si altor domenii ale
cunoasterii, atat teoretice cat si practice.

In lucrarea aceasta,( capitolul II si III ), plecand de la o functie
numerica specifica teoriei elementare a numerelor

S:N* — N*
S( n ) este cel mai mic numar natural al carui factorial este divizibil
cu n, prezentam proprietati si legaturi ale acestei functii numerice



clasice, dar proprietati asimptotice specifice teoriei analitice a
numerelor .

Sunt de asemenea prezentate generalizarea lui S la multimea
Q* a numerelor rationale nenule, ca si alte functii, obtinute prin
analogie cu definitia lui S.

Capitolul I este dedicat unor probleme diverse,tinute de autor in
special in domeniul teoriei congruentelor.

Interesul international de care se bucura functiile S si diversele
ei generalizari ne bucura si constitue un motiv pentru care am
introdus in aceasta lucrare si prezentarea unora dintre ele.

Tin sa multumesc in special domnului profesor Vasile Seleacu,
de la Universitatea din Craiova,cu care am deprins dragostea de
aritmetica si teoria numerelor , dar multumesc de asemenea tuturor
celor care ,pe parcursul anilor au contribuit la formarea mea
matematiaca.

Multumesc de asemenea parintilor mei,care m-au indemnat
spre invatatura ,m-au ajutat si ma ajuta spre acest drum minunat.

AUTORUL
(iunie 1995)



Capitolul 1
GENERALIZAREA UNOR TEOREME
DE CONGRUENTA

1.1. Notiuni introductive

Fie m un numdr intreg si pozitiv, pe care il vom numi modul. Cu
ajutorul lui se introduce in mulfimea Z a numerelor intregi o relatie
binard, numitd de congruentd si notatd prin =, astfel:

1.1.1. Definitie. Numerele intregi a si b sunt congruente fata de
modulul m dacdsi numai dacd m divide diferenta a — b.

Avem deci

a=sb(mod m) < a-b=km, undek € z (1.1.1.)

1.1.2. Consecin{a: a=b (mod m) < a si b dau, prin impdrtire
la m, acelasi rest.

Se stie cd relafia de congruentd definitd la (1.1.1.) este o relatie de
echivalenta (este reflexivi, simetricd si tranzitivd). Ea mai are Insa si
urmdtoarele proprietifi remarcabile:

a; =b, (mod m) si a,=b, (mod m) =

(i)a; +a,=b; + b, (mod m)

(i) a;—a, =b, — b, (mod m)

(iii) a;a, = b;b,(mod m)



Mai general, dacid a;=b, (mod m), pentru i = 1, 2, ..., n, iar
f(x,, X5, ..., X,) este un polinom cu coeficienti Intregi, atunci

(iv) f(a}, a,, ..., a,) =1f(b, b, ..., b,) (mod m)

Se pot demonstra si urmatoarele proprietiti ale congruentelor:

(v)a=b(mod m) sic € N* = ac = bec (mod mc)

(vi)a=b (mod m) sin € N* ndividle m = a=b (mod n)

(vii) a=b (mod my), i= 1—5 = a=b (mod m)

unde m = [m,, m,, ..., m] este cel mai mic multiplu comun al
numerelor m;.

(viii) a=b (mod m) = (a, m) = (b, m)

unde prin (X, y) notim cel mai mare divizor comun al numerelor
Xsiy.

Deoarece relatia de concurentd mod m este o relatie de
echivalen{d, ea imparte mulfimea Z a numerelor intregi in clase de
echivalentd (clase de congruenti mod m). Doui astfel de clase sunt
sau disjuncte sau coincid.

Cum orice numdr intreg d&, prin impértire la m unul din resturile
0,1,2,...,m-1, rezultd ci

CoCp - Cpy
sunt cele m clase de resturi mod m, unde C,; este mulfimea nuerelor
intregi congruente cu i (mod m).

Uneori este util sd se considere, in locul claselor, reprezentanti
care sd satisfacd diferite conditii. Astfel, este consacrati urmitoarea
terminologie:

1.1.2. Definitie. Numerele intregi a,, a,, ..., a, formeazi un
sistem complet de resturi mod m dacd oricare dintre ele sunt

necongruente mod m.



Rezultd cd un sistem complet de resturi mod m contine cite un
reprezentant din fiecare clasi

Daci ¢ este functia lui Euler (9,) este numadrul numerelor
naturale mai mici decit n §i prime cu n), atunci avem si:

1.1.3. Definitie Numerele intregi a;, a,, .. formeazi un

- Bp(m)
sistem redus de resturi mod m daci fiecare este prim cu modulul si
oricare doud sunt necongruente mod m. Se stie ¢d are loc urmitoarea
teoremd:

1.14. Teorema (i) Daci a,, a,, ..., a, este un sistem complet de
resturi mod m si a este un numar intreg, prim cu m, atunci sirul

aa,aa, ...,aay '

este tot un sistem complet de resturi mod m.

(ii) Dacd a,, a,, ..., 2y €StE UN sistem redus de resturi mod m
si a este un numdr Intreg prim cu m, atunci sirul

aay,ady, ..., a8y,

este tot un sistem redus de resturi mod m.

Dacd notdm cu Z | mulfimea claselor de resturi mod m:

Z,= {CO, C.....C m_l}

si definim operatiile

+Z X2, -7,

< Z X2, Z,

prin

Ci+Cj=Ck, unde k =i + j (mod m)

C- Cj = C, unde h =i.j (mod m)

atunci are loc

1.1.5. Teorema.

(1) (Z_, +) este grup comutativ
m o p
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(ii) (Z_, +, -) este inel comutativ

(iii) (G, -) este grup comutativ,

unde G_ = {Cr}, Crs, ..., Cro(m)}

este mulfimea claselor de resturi prime cu modulul.

1.1.6. Consecinta. Multimea Zp a claselor de resturi fati de un
modul prim p formeazi corp comutativ fatd de operatiile de adunare

si inmultire definite mai sus.

1.2. Teoreme de congruenti din teoria numerelor

In acest paragraf vom aminti cite va teorem de congruenti din
teoria numerelor (teoremele Fermat, Euler, Wilson, Gauss, Lagrange,
Leibniz, Moser si Sierpinski) pe care in paragraful urmitor le vom
generaliza si vom pune in eviden{d un punct de vedere unificator

pentru ele.

{n 1640 enunti, fird a demonstra, urmitoarea teoremi:

1.2.1. Teorema kF ermat). Dacd intregul a nu este divizibil prin
numdrul prim p, atunci

aP'! = 1(mod p)

Prima demonstratie a acestei teoreme a fost datd in 1736 de citre
Euler.

Dupd cum se stie, reciproca teoremei lui format nu este adeviratd
Cu alte cuvinte, din

a™! =1 (mod m)
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si m nu este divizibil cu a, nu rezulti cu necesitate ci m este
numar prim

Nu este adevirat nici mécar cd daci (1.2.1.) este adevirati pentru
toate numerele a prime cu m, atunci m este prim, dupi cum se poate
vedea din exemplul urmator (H,). '

Fie m = 561 = 3 . 11 . 17. Daci a este un intreg care nu este
divizibil cu 3, cu 11 sau cu 17, avem desigur:

a’> = 1(mod 3),a%=1 (mod 11), 2! = 1 (mod 17)

conform teoremei directe a lui Fermat Dar cum 560 este divizibil
cu 2 st 10, cit si uc 16, deduce:

a0 = I(mod m,),i=1,2,3

unde m; =3, m, =11, my = 17

Conform proprietitii (vii) din paragraful precedent rezulti

2°%0 = 1 (mod m, m,m, )

adicd ™! =1 (mod m), pentru m = 561.

De altfel, se stie cd 561 este cel mai mic numir compus care
satisface (1.2.1.). Urmeaz3 numerele 1103, 1729, 2465, 2821, ....

Prin urmare, congruenta (1.2.1.) poate fi adevirati pentru un
anume intreg a si un numir compus m.

1.2.2. Definitie. Dacid (1.2.1.) este satisficutd pentru un umir
compus m $i un numdr intreg a se spune ci m este pseudoprim fapd
de a. Daci m este pseudoprim fati de orice intreg a prin cu m, se
spune ¢d m este un numdr Carmichael.

Matematicianul american Robert D. Carmichael a fos tprimul care
in anul 1910 a pus in evidentd astfel de numere, numite numere
prime impostoare.

Pind nu demult nu se stia dacd existd sau nu o infinitate de
numere Carmichael. In chiar primul numir al revistei ., What's
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Happening in the Mathematical Sciences*, revistd in care sunt
anuntate in fiecare an rezultatele mai importante obtinute in
matematicd in ultima vreme, se anuntd ci trei matematicieni: Alford,
Grandville si Pomerance, au aritat ci existd o infinitate de numere
Carmichael

Demonstrafia trioului de matematicieni americani se bazeazi pe o
observatie euristici din 1956 a matematicianului maghiar de renume
international P. Erdos. Ideea de bazi este de a alege un numir L
pentru care existd multe numere prime p care nu divid pe L, dar cu
proprietatea cd p-1 divide pe L. Apoi se aratd cd aceste numere prime
pot fi inmultite Intre ele In multe felur astfel incit fiecare produs si
fie congruent cu 1 mod L. Rezultd ci fiecare astfel de produs este un
numar Carmichael.

De exemplu, pentru L = 120, numerele prime care indeplinesc
conditia amintitd mai sus sunt:

p,=7p,=11,p;=13, p, =31, ps =41, pg = 61.

Rezultd ¢i 41041 =7 .11 .13 .41, 172081 =7 .13 .31 . 61 si
852841 =11 - 31 - 41 . 61 sunt congruente cu 1 mod 120, deci sunt
numere Carmichael

Mentiondm cd observatia euristicd a lui P. Erdés se bazeazd pe
urmdtoarea teoremd de caracterizare a numerelor Carmichael,
demonstrati in anul 1899.

1.2.3. Teorema (A. Korselt). Numirul n este un numdir
Carmichael dacd si numai dacd sunt indeplinite conditiile

(C,) este liber de pitrate

(C,) p— 1 divide pe n — 1 ori de cite ori p este un divizor prim al
lui n.
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Cel trei matematicieni americani au demonstrat urmitoarea
teorema:
1.2.4. Teorema (Alford, Granville, Pomerance). Existi cel putin

x27

numere Carmichael mai mari decit x, pentru x suficient de mare.
Cu ajutorul argumentului euristic datorat lui P. Erdés se poate
demonstra cd exponentul 2/7 din teorema de mai sus poate fi nlocuit

cu orice alt exponent subunitar.

1.2.5. Teorema (Euler). Daci (a, m) = 1, atunci

a®™ = | (mod m)

Aceastd teoremad, care generalizeazd teorema lui Fermat, a fost
demonstrata de Euler in 1760. '

1.2.6. Teorema (Wilson). Daci p este un numdr prim, atunci

(p-1)!+1=0 (mod p)

Se stie cd reciproca teoremei lui Wilson este adevirati, adici are loc.

1.2.7. Teorema. Dacd n > 1 este un numdr intreg si

(n-1)!+1=0(mod n)

atunci n este numar prim.

Teorema lui Wilson a fost publicatd prima datd in 1770 de
matematicianul Waring (meditationes algebraicae), dar ea a fost
cunoscutd cu mult Tnainte, chiar de Leibniz.

Lagrange generalizeazi teorema lui Wilson astfel:

1.2.8. Teorema (Lagrange). Daci p este un numdr prim, atunci

aPl-1=(a+1)(a+2)... (a+p-1)(modp)

iar Leibniz enunti urmitoarea teorema:

1.2.9. Teorema (Leibniz) Daci p este numdr prim, atunci

Ap-2)!'=1 (mod p)

Este adevidratd si reciproca teoremei lui Leibniz, adicd un numdr
natural n > 1 este numdr prim daci si numai dacd

(n-2)!'=1(mod n)

13



Un alt rezultat privind congruenfe cu numere prime este teorema
urmatoare:

1.2.10. Teorema (L. Moser). Daci p este numir prim, atunci

(p-1)!'aP + a =0 (mod p)

iar Sierpinski demonstreazi ci are loc:

1.2.11. Teorema (Sierpinski). Dac3 p este numir prim, atunci

aP + (p-1)!=0 (mod p)

Se observa cid acest enunt unifici teoremele lui Fermat si Wilson.

in paragraful urmaitor von defini o functie L: Z x Z -7, cu
ajutorul cdreia vom putea demonstra rezultatele care unifici toate

teoremele de mai sus.

1.3. Un punct de vedere unificator asupra unor teoreme de

congruenta din teoria numerelor

S& considerdm urmitoarele conditii pe care putem cere si le
satisfacd un numar intregm € Z

1) Vom spune ci numirul m € Z satisface conditia (o,) daci:

m = +pB sau m = +2 pB

cu p numdr prim si § € N*

2) Vom spune ci m € Z satisface conditia (0, ) dacd

m=+2%

cuae {0, 1,2}

14



Fie acum multimea A definita prin

A ={m e Z/m satisface (@) sau (o,)} v {0}

Pentru un numdr intreg m vom considera descompunerea in factori
sub forma

m=¢ pl‘ll p2°'z prcLr

cug e {-1, 1} si desigur a; € N*, iar p; sunt numere prime.

Definim funcfia

L:ZxZ->7Z

pin L (x, m)=(x+C) (x+C,) ... (x + C(p(m))

unde C,, C,, ... C
(vezi definifia 1.1.3.).

o(m) €StE un sistem redus de resturi modulo m
1.3.1. Lema. Fie n un intreg nenul oarecare si @ € N*. Atunci dacd
C,Cy .. ngna)
este un sistem redus de resturi mod n%, iar k € Z si B € N*,

rezultd ca
knP+CLknP+C,, ..., knP+Co o
este tot un sistem redus de resturi mod n®
Demonstratie. Este suficient si observim ci pentru 1 < i < @(n®%)

avem
(k nP + C.,n%)=1
1.3.2. Lema. Dacd
C,.GCy .. Cw(m)
este un sistem de resturi mod m, atunci din conditiile
(1) p divide pe m
(2) p7i* ! nu divide pe m
rezultd cd

C1. Can - Copmy

15



este un sistem redus de resturi modulo p™.

Demonstratia este trivial3.

1.3.3. Lema. Daci (b, q) =1 si
C..GC,, ...,C(p(q)
este un sistem redus de resturi modulo q, atunci
b+Cp,b+Cy, b+ Cp
contine un reprezentant al clasei O (mod q)

Demonstratie. Deoarece (b, g-b) = 1, rezulti ci existi 15 astfel incit
CioE qg->b

decib + CiOE 0 (mod q)

Obtinem atunci urmdtorul rezultat:

1.3.4. Teorema. Daci (x, m / (p,i! ...... .55y (Teorema 1 din lu-
crare), atunci (x +C,) ...... (x + Comy) =0 (mod m / (p;fil ... p,%s)

Demonstratie.

1.3.5. Teorema (Gauss). Daci C. G, .., C‘p(m) este un distem

redus de resturi modulo m, atunci
(ayme A=C,C, ... Cq,(m) =-1 (mod m)
(b)yme A=C,C, ... Co(m
Utilizind aceastd teoremd obfinem
1.3.6. Lema. Avem
C,Cs ... Cyomy =1 (mod pi“i)

pentru orice i € 2

)El (mod m)

16



Semnul in congruenta precedenti fiind in concordanti cu conditiile
m € A, respectivim € A.

1.3.7. Lema. Daci p, este un divizor comun al lui x si m, atunci

(Dme A= (x+C)) (x+Cy) ... (x + Cgy) =-1 (mod p,*)

(2)me A= (x+C) (x+C,) ... (x + Cyy) =1 (mod p*)

Demonstratie. Utilizind lemele precedente, avem

(x+C) (x+Cy) ... (X +Cpy)) =C, C, ... Cyy =21 (mod p,™)

Utilizind lema 1.3.7., obtinem

1.3.8. Teoremd Daci p;) pis, ... , P;, sunt toate numerele prime
care divid simultan pe X si m, atunci

(H)me A= (x+C)) (x+Cy) ... (x+Cy)) =

= -1 (mod p, ™! ... p, %)

(2)meg A= x+C)x+C,) ... (x +C<p(m))E

= 1 (mod p,,%i! ... p, %s)

Notind d = p,; ™! ... p, %S si m’ = m/d

din teoremele 1.3.4. si 1.3.8. rezultd

L(xm)=+1+k d=k,m

unde k;, k, €Z

Sa observam cid deoarece avem (d, m’) = 1, rezulti ci ecuatia

k,m’ -k, d==l

cu necunoscutele k, si k, admite solutii intregi.

Se stie cd dacd notim k,°, k,” o solufie particulard a acestei ecuati,
atunci

k=m't+k " k,= a’'t+k,"cute Z

este solutia generald a ecuatiei si deci

L(x,m)=¢1+m’dt+k,"d=+1k," (mod m)
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saulL (x,m) = k," m’ (mod m)
Utilizind aceste rezultate, obfinem urmitoarele generaliziri:
1.3.9. Teoremai (generalizarea teoremei lui Lagrange). Daci m =
0, +4, iar x* + s? = 0, atunci
XOM)+S _ xS = (x+1)(x+2) ... (x+Iml=1)(moc n
unde m §i s se obfin din urmitorul algoritm:
(0) | x=x,
{ m = mydy cu dy= 1 si (xy, my) =1
(1) { dy=dy'd,
my=md, cud, = 1si (dy,m)=1

{ m,=mg,d_, cu d,,#1si(d,, m,)=1
(s) { dg; =d,,’d,
mg, =md, cud = 1si (d,,mg)=1
Demonstratie. Vezi F. Smarandache, ,,A generalization of Euler's
theorem concerning congruences“, Bulet Univ. Brasov, ser. C, vol. 23
(1981), pp. 7-12.

Din teorema precedentd, pentru un numir prim pozitiv rezulti
mg =m, s =0 si o(m,) = @(m) = m-1, deci obtinem teorema lui
Lagrange:

Xl 1= (x+1)(x+2)...(x+m-1)

Functia L si algoritmul prezentat mai sus permit si generalizarea
teoremei lui Moser si a teoremei lui Sierpinski. Astfel, deoarece avem

(1) me A=C,C, ... C(p(m)a“’(ms)”—L(o, m) 2°* =0 (mod m)

2 me A=-Lo,ma¥™)*$+C C, ... Cypy2* =0 (mod m)

Mai general:

18



(3)me A= (x+C)...(x+Coy ) a®ms)+s _1(x,m)a2*=0 (mod m)
(4)me A= -L(x, m)a®™ms)+ SHx+C))...(x#Cpyyy)2° =0 (mod m)
Din (1) pentru m numdr prim, obfinem teorema lui Fermat Din
(1) sau (2), pentru m numdr compus oarecare, obtinem teorema lui

Euler.

1.4. Contributii la o conjecturi a lui Carmichael

Conjectura la care ne referim este urmatoarea:

»Ecuafia @(m) = X nu poate avea solufie unica pentru nici un n € N*,
unde, desigur, ¢ este functia lui Euler.

in [G;], R. K. Guy aratd, studiind aceastd conjecturd Carmichael,
cd un numdr natural n, care nu verificd conjectura trebuie si
indeplineasci condifia n, > 10°7.

Ordinul de mdrime pentru un astfel de n, a fost apoi extins de
citre V.L. Kler, care a aritat [K,] cd trebuie si avem nj, > 10°® daci
n, nu satisface conjectura.

Amintim cd in [M,] se demonstreazd pentru un n, care nu
satisface conjectura ci avem

n, > 1010000

In cele ce urmeazi vom arita ci ecuatia

o(m)=n (1.4.1)



admite un numdr finit de solutii si vom da forma generali a
acestora. De asemenea vom arita cd dacd X, este o solufie unici a
ecuatiei (1.4.1.), pentru un n fixat, atunci

X, este multiplu al numirului 223277432

Fie deci x, o solusie a ecuatiei (1.4.1.), pentru un n fixat Vom
construi cu ajutorul aceseia o alti solutie y, # X, Pentru aceasta vom
utiliza urmadtoarele doud metode:

Metoda 1. Descompunem pe x, sub forma x, = ab, cu a i b
intregi, avand proprietatea (a,b) = 1. Daci alegem a’ # a astfel incit

o(a’)=9(a)si(a’,b)=1

va rezulta cd y, = a’b este o noud solufie a ecuafiei.

Metoda 2. Si considerdm solutia x, descompusi in factori primi

Xo = qlBl qzﬁz qrﬁ‘r (1.4.2)

unde B, € N¥, far 4;> 9, ---» G, sunt asadar numere prime
distincte.

Dacd gisim un intreg q avind proprietitile

1) (g %) =1

2) ¢(q) divide pe —Xo——
o(q R

atuncl y, = -é(g% este o noui solutie a ecuatiei.

Se observd imediat ci alegerea q numdr prim este neconvenabild

1.4.1. Lema. Ecuatia (1.4.1.) admite un numdr finit de solutii,
oricare ar fi numdrul n € N.

Demonstratie. Cazurile n = 0 si n = 1 sunt banale. Fie decin = 2
fixat si fie

P;<pP><...<p;=n+l

sirul numerelor prime care nu depdsesc pe n + 1.
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Daci x, este o solutie a ecuatiei (1.4.1.), atunci x, se poate
exprima cu ajutorul numerelor prime p; sub forma

Xo =Py 1Pyt ... p

cuoye N

Deoarece pentru orice i = 1, s existd a, € N astfel incit p! > n,
rezultd ¢ 0 < o; < a; + 1 pentru orice i. Obfinem deci o martine
superioard pentru numdrul solufiilor ecuatiei. Acest numir nu poate

depisi

H (ai+2)

i=1

1.4.2. Lema. Orice solutie a ecuatiei (1.4.1.) are forma (1) sau (2).

b\ P\ [P
1 2 S
Xn=n

0 (prl) (pz-l) (ps-l

unde, pentrui=1,s, avem

g,

e Z

g, =0dacio,=0

g =1dacd ;%0

1.4.3. Lema Dacd x, este solutie unicd pentru ecuatia (1.4.1.),
atunci X, este multiplu de 2 32 7% 432,

Demonstratie. Deoarece @(0) = ¢(3) si o(1) = ¢(2), putem
presupune X, = 4.

Dacd 2 nu divide pe x,, atunci y, = 2 Xy # X, este o altd solutie a
ecuatiei, deoarece @(Xy) = @(Y,)-

Deci trebuie ca 2 sa fie divizor al lui x,,

Daci 4 nu divide pe x, atunci y, = X/2 este o noud solutie a

ecuatiel. Rezultd ci 4 este divizor al lum Xy
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Dacd 3 nu divide pe X, atunci 3 X2 este 0 noud solutie a ecuatiei,
deci trebuie ca 3 sd fie divizor al lui X, De asemenea, daci 9 nu
divide pe X, atunci y, = 2X,/3 este o altd solutie a ecuatiei. Frin
urmare 9 divide pe x, -

Dacd 7 nu divide pe x, atunci y, = 7 X,/6 este o noud solutie a
ecuafiei, deci trebuie ca 7 sa divida pe x,,

Dacii 7° nu divide pe X4 atunci y, = 6 xy/7 este o noui solutie a
ecuatiei. Deci trebuie ca si 49 si divida pe Xg

Acum, dacd 43 nu divide pe x, atunci y, = 43x,/42 este o noud
solutie a ecuatiei, deci trebuie ca 43 sd divida pe X

Daci in plus 43 nu divide pe x,, atunci y, = 42x,/43 este o noui
solutie a ecuatiei. Deci 43 divide pe x, si in concluzie de 22 3> 72 432
divide pe X,

Rezulta cd o solutie unici a ecuatiei (1.4.1) este de forma
XO — 271 3“{2 7734374 t

cuy,z2si(t,23743)=1.

Deoarece n,, > 101090, rezulti ci x, > 10109,

Dacid vy, > 3 si prin absurd 5 nu divide pe X, atunci y, = 5 x/4 este
o noud solutie a ecugtiei, Prin urmare, 5 divide pe x,,

Dacé 25 nu divide pe x,, atunci y, = 4x,/5 este o noud solutie a
ecuatiel. Prin urmare 25 divide pe x,,

Vom construi acum prin recurent{d o mulfime M de numere prime
avind proprietatea ci daci M este infinitd, atunci conjectura lui
Cammichael este rezolvati

Etapele de recurenti sunt urmaitoarele:

(a) numerele 2, 3, 5 apartin lui M.



(b) dacd numerele prime distincte e, e,, ..., €, sunt din M, atunci
numarul

b,=1+2%e e, ...e,

este prim pentru m = 1 sau m = 2, i vom consideracib_e M.

(c) Orice element apartinind lui M se obtine prin utilizarea, intr-un
numdr finit de pasi, numai a regulilor (a) si (b).

Daci M este infinitd, conjectura lui Carmichael este rezolvati.

Considerdm ca multimea M este infinitd

De altfel se poate constata cd din cele 168 de numere prime mai
mici decdt 1.000, doar 17 nu sunt in M. Acestea sunt:

101, 151, 197, 251, 401, 491, 503, 601, 607, 6717, 701, 727, 751,
809, 883, 907, 983.

1.5. Functii prime

Si considerdm urmatoarele functii:
1)P:N- {0,1}

0 dacd n este prim
P,(n)= .
1 1n caz contrar
Exemple. P,(0) = P (1) =P, (4) = P,(6) = 1, P,(2) = P/(3) =
P,(5)=0
2) P, N2> {0, 1}
0 dacd m si n sunt prime intre ele
P.,(m,n) = R
- 1 1n caz contrar
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3) Mai general, P,: NX - {0, 1}

{ 0 dacin), n,, ... n, sunt prime intre ele
P(n, n,, ...n) = .
1 1n caz contrar

In continuare vom studia in ce conditii

P(n,n, ...n)=0 (1.5.1.)

Vom da o conditie necesard si suficientd ca n numere prime doui
cite doud sa fie simultan prime intre ele.

Generalizim teorema lui Popa [P,], Cucurezeanu ([C,], p. 165),
Clement si Patrizio [Pg].

Urmadtoarea lema este evidenti

1.5.1. Lema. Dacd A si B sunt Intregi nenegativi, atunci

AB =0 (mod pB) © A =0 (mod p)

1.5.3. Lema. Fie a, b, p, q, numere intregi astfel incit

(p.)=(a,p)=(b,q)=1

Atunci

A =0 (mod p)si B=o (mod q) & aAq + bBp =0 (mod pq) &
aA + (bBp/q) =0 (mod p)

Demonstratie. Pentru prima echivalenti avem

A=kp B=kqcuk,k,eZ

deci aAq + bBp = (ak, + bk,) pq

Reciproc, din aAq + bBp = kpq rezultd aAq =0 (mod p) si bBp =
o (mod q)

si datoritd ipotezei rezulti

A=o0(mod p)si B=0 (mod q)

A doud si a treia echivalenti rezulti utilizind lema 1.5.1.
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153. Lema Daci p,, p,, ..., p, sunt numere intregi prime doui
cinte dpug, iar a;, a,, ..., a_ sunt numere intregi avint proprietatea

(a, p;) =1 pentru 1= I,n

Atunci, notind P = p, . p, - ... - p_si D fiind un divizor al lui P
avem

A, =0 (mod p,), A, =0 (mod p,), ..., A, =0 (mod p,)

- [a,A
2 ( v ) este un intreg .
o P;

Demonstrafia acestei leme se face prin inductie, utilizind lema
precedenti

Cu ajutorul acestei ultime leme obtinem urmaitoarea teorema
generald

1.5.4. Teorema. Fie Py cu i1=1,n,j=1, m, numere prime doud
cite doud si fie r), 1, ..., I, 3, @,, ..., 3, Numere intregi, astfel incit

(a;, r;) =1 pentru orice i = 1, n.

Presupunem in plus cd numerele C,, C,, ... C_ indeplinesc
conditia

(1) Pyjs Pias -+ P i SUNt sumultan prime < C, =0 (mod r;) pentru
oricei=1,n

Atunci numerele p;; cu i=1,n,j=1,m,sunt simultan prime daci

si numai daci este indeplinitd conditia
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n

BA)Z [+

1=1

0 (mod %) (1.52)

unde R =r, 1, ... r,,, iar D este un divizor al lui R.

Demonstratie:

(Vezi F. Smarandache, "Characterization of n prime numbers
simultaneously”, in «Libertas Mathematica», Texas State University,
Arlington, SUA, vol. XL (1991), pp. 151-155).

Observatie. Dacd in conditia (i) din teoremi modulul I; este

inlocuit cu [Tp, sau cu un divizor al sdu, concluzia (1.5.2) devine
=1

(%)% /ﬁpij = 0(mod B7) (153,

i .
j=1

n m;
unde P=J] I1 Pi; st D este un divizor al lui P.
i=1j=1

Desigur congruenta (1.5.3) este echivalenti cu una din conditiile

P

n m;

Z ac; ITp; =0(mod P} {1.5.4)

j=1
ai(y
n
)

ml
H D este numdr intreg (1.5.5)
i=1 . Y
j=1
S3 observim de asemenea ci restrictia impusd numerelor P; in
teorema de mai sus de a fi prime intre ele, este suficient de
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convenabild, deoarece daci doud dintre aceste numere nu sunt prime
intre ele, atunci cel putin unul dintre ele nu este prim si deci nici cele
m, + m, + ... + M, DUMere nu sunt toate prime.

Putem obfine multe variante ale acestei teoreme, dind parametrilor
a;, &, ... A SL T}, I, ..., 1, diverse valori.

Observatii.
1) Dacd in teorema de mai sus ludm m; = 1, iar c; reprezinti teorema
lui Simionov pentru orice i, atunci
2)  Pentru p = |, obtinem teorema lui V. Popa! P,Icare si ea
generalizeazd teorema lui I Cucurezeanu ( C4l, iar aceasta din urmi
generalizeazd teorema lui Clement
3y PentruD = P/p, si o alegere convenabild a parametrilor a stk
rezultd teorema lui S. Patrizio.

Exemple.

1) Fie p, pys --., P, Intregi pozitivi, primi doi cite doi si numerele
k; satisfacind conditia 1< k; < p,, pentru orice i. Atunci p;, ps, -.., P,
sunt simultan prime dacd si numai dacid este verificatd una din
conditiile:

n

M 2[(pi‘ki)!(ki‘1)!"(—1)k]'1_[pj = 0(modp; ... py
=t j=i
L) ;[‘pi"kd! (ki'l)!‘(‘l)k]'npi = 0(modp; ... Py

=1 j=i

(ps+1 pn)

Q2 Z [(pi - ki)! {ki - 1)! - (_1)“% .p%l = 0 (mod Py

i=

n
1

(W) zn:[( <—k-)'(k~-1)V-(—1)“] este fatreg
Pi il 1K ! A= g.

i=1
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Capitolul 2

2.1. Baze de numeratie generalizate

Se stie c@ daci r este un numdr natural strict mai mare decit unu,
atunci orice numdr natural n poate fi scris in baza de numeratie r
astfel:

n=C r"+C_,+..+C r+C, (21.1.)

unde m = o este numdir natural si C,, pentru i = (-),_El, sunt de
asemenea numere naturale, cu proprietatea 0 < C; < r-1 pentru orice
i=0, m, iarC = 0.

Fiecdrui numdar din srirul O, 1, 2,, ... , r-1 i se poate atribui un
simbol care se numeste cifrd si atunci formula (2.1.1.) se poate scrie

n=Yy Yo - V1 Yo (F)

unde ¥ este cifra care simbolizeazi numarul C,.

Se stie cd orice numdir natural poate fi scris in mod unic Intr-o
bazi de numeratie oarecare r, adicd poate fi scris sub forma (2.1.1.),
unde numerele C, satisfac conditiile mentionate mai sus.

Dacd notim a;, = ' observim ci sirul (a,);cn satisface relatia de

recurenta
a,, =ra (2.1.3)
si cd (2.1.1) devine
n=Cpa +C_a ,+..+Ca + G (2.1.4)
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De aici ideea de a considera un sir strict crescitor oarecare (5)icn
$i se poate observa cu usurintd c¢d orice numdr ndtural n poate fi
scris In mod unic sub forma

n=Cpb, +C b, +... +Cb, +C, (2.1.5)

dar condifiile pe care le satisfac cifrele ¢; nu mai sunt atit de
simple ca in cazul bazei determinate de sirul cu termen general a,

Spre exemplu, sirul lui Fibonacci., determinat de conditiile

F,=F,=1
Fi=Fa+F

poate fi considerat o bazi de numeratie generalizati Aceasti bazi
are marele avantaj (ca si baza de numeratie doi) cd.cifrele C, pot lua
doar valorile O si 1, deoarece b, >b,, ;.

Avantajul utilizani acestei baze generalizate este foarte mare in
reprezentarea numerelor in calculatoarele electronice, deoarece, pe
de-o parte, se folosesc tot doud cifre ca si in baza doi, iar pe de altd
parte pentru memorarea unui numdr este nevoie de o cantitate mai
micd de memorie deoarece numirul cifrelor necesare pentru
reprezentarea lui n in baza (F,),_ y este mai mic decit numérul
cifrelor necesare pentru reprezentarea aceluiasi n in baza (2*)i N

O alta bazi generalizatd, care va fi utilizatd in paragrafele
urmditoare, este baza de numeratie determinati de sirul

a(p)=(p'-1)/(p-1) (2.16.)

unde p > 1 este un numdir natural.

S3 observam ci relatia de recurentd satisficuti de acest sir:

a (p)=pa(p)+1 (2.1.7)

este totusi destul de simpld, dar diferd de relatia de recurentd
clasica (2.1.3.).



Bineinfeles ca orice numdr natural n poate fi scris in mod unic sub
forma

n=Cpa, +C_a ,+...+Ca, +3, (2.1.8.)

Pentru a determina conditiile pe care le indeplinesc cifrele C, in

acest caz vom demonstra urmitoarea teoremi

2.1.1. Lema. Pentru orice n, pe N*, p # 1, numirul n poate fi scris
in mod unic sub forma

n=ta ,(p)+ta,(p)+... + t.a,.(p) (2.1.9)

cun;>n,>...>n,>0si

I < t;<p-1pentru j=1, e-1, iar

l=<t =p

(2.1.10.)
Demonstratie. Din relatia de recurentd satisficuti de sirul cu
termen general a(p) deducem:

2,(p)=1,2,(p) = 14p, a3(p) = 1 + p + P, ...
deci N* =_L§ ([a;(p), a;,,(p)IN N¥)
1eN*

intrucit [a,(p), a;,,(p)IN [a;,,(p), 3,,(P)]= ¢
Pentru orice n € N* existi atunci un unic n, astfel incit
n e [a ,;(p) a,;,1(p)] st deci avem

=[]

Notind t; = |[—>—| obtinem
a, [p)

n= tlan{p) +r,cury <a,(p)

Daci r| =0, din inegalititile

anl(P)snﬁ an1+1(P)' 1 (2.111)
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deducem 1 <t <p.

Dacd r; # 0, existd un unic n, € N*, astfel incit

R; € [a,(P), 25,,,(p)] si cum a,,(p) >r, rezultdi n, > n,. De
asemenea, din (2.1.11.) rezulti in acest caz 1< t,< p -1, deoarece

anﬁl—rl

ENC IR

t, <
Obtinem in continuare
N =bay(p)+r,
si continuind procesul, dupd un numdr finit de pasi obtinem:
ro;=ta.(p)+r,cur,=0
sin, <n,,,1ar I<t <p silema este demonstratd
Sd observam cd in (2.1.9), spre deosebire de 2.1.8.), toate cifrele t
sunt semnificative (mai mari ca zero). Prin urmare, despre cifrele C
din (2.1.8.) putem spune ci ele sunt cuprinse intre zero si p-1, cu
exceptia ultimei cifre semnificative, care poate fi si p.
De asemenea sd observim ci diferenta dintre relatiile de recurenti
(2.1.3.) 51 (2.1.7) induce mari diferente de calcul in baza standard.
(P):L,p.p% e Py o (2112)
$1i baza generalizatd
[p] : a;(p), ax(p), -.-, 3i(p), ... (2.1.13.)
Intr-adevir, asa cum se arati in [A,], daca mg) = 442, ) = 412,
Is) = 44
atuncim+ n +r =442 +
412
44

dcba
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si pentru a determina cifrele acestei sume, incepem adunarea din
coloana a doua, corespunzitoare lui a,(5). Avem

4a,(5) + a,(5) + 4a,(3) = 5a,(5) +4a,(3)

Acum, utilizind o unitate din prima coloani obtinem

52,(5) +4a,(5) = a3(5) + 4a,(5)

deci (deocamdatd) b = 4. Continuind, obtinem

4a5(5) + 4a,(5) + a5(5) = 5a5(5) + 4a5(5)

si utilizind o noui unitate din prima coloani, rezulti

4a3(5) +4a5(5) + a,(5) = a,(5) +H4a,(5)

deciC=4sid=1.

In sfirsit, adunind cifrele rimase

4a,(5) +2a,(5) =5 a,(S)+a(3)=5a,(5)+1= a,(3)

rezultd ca b trebuie si fie modificat, iar a = 0.

Deci m+n+r = 1450[5]-

2.2. O noua functie in teoria numerelor

In acest paragraf vm construi o functie S: Z° — N avind
proprietatile

(s1) S(n)! este divizibil cu n

(s2) S(n) este cel mai mic numdr natural cu proprietatea (p!).

Fie p > 0 un numir prim. Vom construi mai intii functia

Sp: N* — N*

astfel:
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(a) Sp(a,(p)) = p!

(b) Dacd n eN* este scris sub forma (2.1.9.) definim Sp(n) =

t,Sp(a,(p)) + L,Sp(a,(p)) + ... + t.Sp(a.(p))
2.2.1. Lema. Pentru orice numir ne N*, exponentul

la care apare

numdrul prim p in descompunerea Iui n! in factori pnimi este mai

mare sua egal cu n.

De asemenea amintim o formuld datoratd lui Legendre care

permite calculul exponentului la care apare numdrul prim p in

descompunerea in factori a numdrului n!. Acest exponent este
e (n) = (n/p] + [n/p?] + ...... (2.2.1)
Demonstratie. Se stie ci notind cu $x{ partea intreagd a numarui X

aAveInl:

aj+a,+...+a,
b

a;

>|—=
b

a,
+ {F]+ R

pentru orice a;,, be N*,
Atunci, dacid n are scrierea (2.1.9), obtinem

o, . PY n, 0, n, g,
[tlp +0p + .. +1D ])[tlp }+[t2p }+ J_[l,_p ]:tlpnrl+lzp

e it 1 O 20 D "
a N LN e, a,
p p P P
a, n, a, n, ny R n
LpTHtp .ttt JUp ftp ]+ Ll }=11P0+ 1P
ny "y ny a8y ny
2 P p p P




t1([3n‘—1+pn‘—2+ ...+p0)+...+te(p Y™t L +pY=

=tya,[p) + thay p) + ... +t€apip)=n

o

2.2.2. Teorema. Functia Sp definitd prin conditiile S5 §1 s, de mai
sus are proprietitile

(1) Sp(n)! este multiplu de p"

(2) Sp(n) este cel mai mic numdir natural cu proprietatea (1)

Demonstratie.. Proprietatea (1) rezult din lema precedenti

Pentru a demonstra pe (2), fie n € N* oarecare si p>2 un numir
prim. S3 considerdm pe n scris sub forma (2.1.9) si si notim

z=t;p" +t,p2 + ...+t p

Vom ardta ci z este cel mai mic numdr natural cu proprietatea (1).

Presupunénd prin absurd c3 existd n € N*, u<z, astfel incit u! este
multiplu de p", atunci

u<z = u< z-1 = (z-1)! este multiplu de p".

Dar '

z-1=t,p" + ,p" + ...+t p" -1

cun; >n,>...>n2lsi
z-1 1 1 -1
[T}ﬂlp“" +4,p T 4L +tp e =1

deoarece [k + a] =k + [«] pentru orice k intreg si [-1/p] = -1
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In mod asemandtor avem de exemplu

—1 -
[Zn J=‘1Pnl et p T - ]
p €

Ne
~1 t ~ 1
N.rng + & _

z-1 —t pnl—n=—1+ +t
ngHl| ! T lelP et |
_ n;-n-1 nerng~l
=1t,p + ...+t P
deoarece
0< tepne_l <p- pne_l < pne+l
De asemenea
n
z=1 | armn o [tp &1 n,-n,, 0
n—1 —tlp +...+te_1p + =t1p +...+te_1p
p e p e-1

Ultima egalitate de acest fel care ne intereseazi este

n
C_l O
=4p

deoarece

0< tzpn3+ cee tepn°s (p-D) pn2+ ..+(@P-p-p pn°— 1<

natl

p"?
p-1

N .
<SE-D Y p+p™ -1 B =p™ 1 <pm o 1< p™

i=ne-l

Intr-adevdr, pentru urmitoarea putere a lui p avem

n,

n, n,
[2_1]_ Up +tp +...+tD -0

n+1 n+l1
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deoarece 0 <t p"! + ,p™ + ...+t p"® -1 < ptl¥! — | < pri+l
Din aceste egalititi deducem ci exponentul lui p in descom-

punerea in factori a lui (z-1)! este:

z-1 z-1 z-1 n1 ne-2 0
{T}+[—2]+"'+[—nx]=t’(p THp T+ p )+ +

p p

ne_{—l+ + 0 nel 0 _
...+pj+tdp +...+p/-n.=n-n.<n-1<n

+ te-l(p
si contradictia obtinutd demonstreazi teorema

Acum putem construi functia S: N* — N* avind proprietitile (s1)
s1 (s2), astfel:

(1) S(x1)=1

(il) pentru orice n = ep;*t p,™ ... p,% cu € = %1 si p, numere
prime, p; # p;pentru i # j, 1ar 0,21 definim

S(n) = max Sp;(;) (22.2)

2.2.3. Teorema Functia S definitd prin conditiile (i) si (ii) de mai
sus are proprietitile (s1) si (s2).

Demonstratie. Dacd n = +1, S(n) satisface conditiile (s1) si (s2).

Sd presupunem ci n # +1 §i sd notim cu Mx un multiplu de X, iar

Sp;p(©g) = max Sp,(,) (22.3)

Avem Sp,(05) ! = Mp,, %0 si deoarece

Spi(e)!=Mp%, i=1s

rezultd

Spio( %) =MpZipentrui =1, s

In plus, deoarece (p, p;) = 1, obtinem

Q,

Spio(0y) ! =Mp, ™ p,*2 . p %
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si deci (sl) este demonstrati

Pentru demonstrarea lui (s2) sd observdm ci deoarece Sp,(a.,)
este cel mai mic numdr natural k cu proprietatea k! = Mp,,"9, rezulti
ca pentru orice u < Sp,(;,) avem

u!z Mpiocllo

deci

u! # M(ep,™ p,*2... p.%) =Mn

Ceea ce demonstreazi proprietatea (s2).

2.2.4. Propozitie. Functiile Sp, cu p numar prim sunt crescitoare
si surjective, dar nu sunt injective. Functia S: Z* — N* este "in
general crescitoare" in sensul cd

¥Yn3ik Sk)=z=n

de asemenea este surjectivd, dar nu este injectivad

Demonstratie. Evidenti

2.2.5. Consecinte.

1. Pentru orice n e N* avem

Sp(a) = S(p%) (224)

2. Pentru orice numdr natural n>4 avem

n este prim < S(n) =n

Intr-adevir, daci n = 5 este numir prim atunci

S(n)=S8 (1)=n

Reciproc, dacd S(n) = n, pentru n > 4 si presupunem prin absurd
cd n nu este prim, adicd

n=p,% p,*2 ... p%

cusz 2 st eN* pentrui = 1, s, atunci fie Sp,y(o,) dat de
(2.2.3.). Din formula lui Legendre (2.2.1.) deducem

Spi(Cip) < g Pyg <n

ceea ce contrazice presupunerea facutd
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De asemenea, dacd n = p% cu a = 2, obtinem

S(n) =Sp(a) <pa<p®=n

si teorema este demonstrati

Exemplu. Daci n = +23!. 327.. 713, pentru calculul lui S(n) tinem
cont cd

s(n) = max {S,(31), S3(27), S;(13)} (2.2.5.)

iar pentru a calcula pe S,(31) considerim baza numerici
generalizata

[2]: 1,3, 7,15, 31, 63, ...

In aceasti bazi avem 31 = 1. ag(2) deci S,(31) = 1.25 = 32

Pentru calculul lui S;(27) considerim baza generalizati

[3]: 1,4, 13,40, ...

siavem 27 =2.13+1=2 a3(3) = 2,(3), deci

S3(27) = S5(224(3) +a,(3)) = 253(a3(3)) + S5(2,(3)) =

=233+ 131=357

In sfirsit, pentru a calcula pe S,(13) considerim baza generalizati

[7): 1,8, 57, ...

st deducem 13 = 1.8 + 5.1 = a,(7) + 5a,(7)

deci S;(13) = 1.85(8) + 55,(1) = 1.7 + 5.7 = 84

Din (2.2.5.) deducem S(n) = 84. Asadar, 84 este cel mai mic
numdr al cdrui factorial este divizibil cu n.

2. Care sunt numerele ale ciror catoriale se termini exact cu o mie
de zemuﬁ?

Pentru a rispunde la aceasti intrebare observim ci pentru n =
1019 avem S(n)! = M 10'9%0 i acest S(n) este cel mai mic numar

natural al cdrui factorial se termini cu o suti de zerouri.
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Avem S(n) = S(219%0. 51000y = max {S,(1000), S5(1000)} =

= S45(1000)

Considerim baza numericd generalizatd

[5]: 1, 6, 31, 156, 781, ...

Obtinem S4(1000) = Sy(1-a5(5) + 1-a,(5) + 2-a5(5) la,(5)) =
55 + 5%+ 253 + 5 = 4005

Numerele 4006, 4007, 4008 si 4009 au si ele proprietatea ceruti in
enunt, dar 4010 are proprietatea cd factorialul siu are 1001 zerouri.

Sa observam ci

a(p=sae=(pt-1)(p-l)saepts(p-llat+tli e

@rnslogp((p-l)a+1) '

lar Oy = ka,(p) +k,a,,(p)+... +ka,(p) =kk, ..k, [p]

este scrierea exponentului & in baza [p], atunci v e partea intreaga
alut logp((p-l Jo+1), iar cifra k, este obfinuti din egalitatea

a=k, a/(p)+r,,

Procedind analog cu r, , obfinem indicele v-1 si pe k, | etc.

2.3. Formule de calcul pentru S(n)

Din proprietatea (b) pe care o satisface functia Sp (§2.2.)
deducem ca

S(P™) = p(0p))py (23.1.)

adicd S(p%) se obtine inmultind cu p numarul o scris in baza [p]

si "citit" in baza (p).
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Exemplu. Pentru calculul lui S(1119%) proceddm astfel: tinind

cont cid baza [11] este
R3: 1,12, 133, 1464, ...
avem 1000 =7.133 +5.12+9 = 759[“], deci
S(1119%%0) = 11(759);,, = 11 (7-11% + 5.11 + 9) = 10021
Prin urmare, 10021 este cel mai mic numar natural al cirui

factorial este divizibil cu 111000,
Egalitatea (2.3.1.) earatd importanta bazelor (p) si [p] in calculul

lui S(n). Fie

%)= Zz) Cp'
) (2.32)

= Y kaf)= ka_l

j=1 j=1

expresia exponentului & in cele doud baze. Obtinem

(-1 o= X kp' - Yk

j=1 j=1

deci notind

c(p{a)= ZCi c[pfa) =z kj (2.3.3.)
i=0

=1

s1 tinind cont ca szP =p Zk}p este tocmai p(a[p}( ) obtinem
j=1

S(Pa) =(p-Da+ c[pfa) (2.3.4)

Cu ajutorul primei inegalititi (2.3.3.) obtinem
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. i+l <
PO!(p)=ZCi(Pl 1)+ 2.C;
i=0 i=0

sau
n
S = %C 2;.1(p) + —c(p( )
si in consecinti avern
_pl I
a= -p—(a(P))rJJ}+ soplal (2.3.5)

unde prin ( a(p))[p] am notat numdrul obtinut scriind pe o in baza
(p) si citindu-l in baza {p].

[nlocuind aceasti expresie a lui o in (2.3.4.), obtinem

2
slp= @(a@){pﬁ R‘I)—lo(p[a) ropla) (236

Putem obtine si o legdturd intre S(p*) si exponentul ep(a) din
formula lui Legendre (2.2.1.). Amintim ci ep(a) este exponentul la
care apare numarul prim p in descompunerea in factori a lui ¢!

Se stie cd pe lingd exprimarea (2.2.1) mai avem

_2- G(p(a)
ep‘a) = —p—l— (2.37)
deci utilizind (2.3.5.) deducem
ep(on) = (a(p))[p] -a 2.3.8.

O altd formuld pentru ep(a) poate fi obtinuti astfel: dacd o dat de
prima egalitate (2.3.2.) este
Oy =Cy P+ C o p™ + ..+ Cp+ Gy (23.9)

atunct cum
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e, (@) = [a/p] + [a/p] + ... + [o/p"] =

=(Cp"!' +C P+ ... C)+...+(Cp+C, ) +C,
obtinem

¢p(0) = ((0-Co) )y = (([/pD) ) (23.10)
unde Ay = C,C,.,.-.C, este exprimarea lui a in baza (p).
Din (2.3.6.) si (2.3.8.) deducem

2
S(pa) = IP—TI)(eP(a) + a) + p—Tl G(p(a) + c[pﬁcx) 2.3.11)

Utilizind egalitdtile (2.3.1.) si (2.3.6.) obfinem o legituri intre
numerele:

( a(p))[p] = numdrul o scris in baza (p) si "citit” 1n baza [p]

(a[p] )(p) = numarul o scris in baza [p] si "citit" in baza (p)

sl anume:

PX(%g)py = (=10 = POpy(@) + (p-1)0p () (23.12)

Pentru a obtine si alte exprimiri ale lui observim ci din formula
lui Legendre (2.2.1.) rezulti

S(p*) =p (a—ip(a)) cuOsip(a)s [(o-1)/p] (2.3.13.)

de unde, utilizind pentru S(p®) notatia echivalent Sp(a), obtinem

(Up)S,(a) + ip(a) =q (23.14)

si deci pentru fiecare functie Sp existd o functie ip astfel incit si
avem conditia binard (2.3.13.) pentru a obtine identitatea

Pentru a obtine exprimiri ale functiei ip observam cd din (2.3.7.)
rezultd a = (p-1 )ep(a) + 0(p)(a), iar din (2.3.4.) obtinem

o= (Sp(a) = G (@))/(p-1), deci

(p-Dey(@) + 6 y(a) = (S(a) = o, (e))/(p-1)

sau S(p%) = (p—l)zep(a) + (p~1) o ,(@) + o (@) (2.3.15.)
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Revenind la functia ip, observim ci din (2.3.4.) si (2.3.14.)
rezultd

ip(a) = (a—cs[p](a))/p (2.3.16.)

prin urmare putem spune cd existd o complementaritate intre
exprimarea lui e (a) prin egalitatea (2.3.7.) si exprimarea de mai sus
a lui i (a).

Putem gasi si alte legituri intre ip si e, De exemplu din (2.3.7.) si
(2.3.16.) obtinem

{a) = (p-egr) + ‘;(p(“) - opie) (2.3.17)

Deasemenea,dina lg,lg,l k, _kv(p"-1+p"--+ S+ D)+

+k,_ (p*2+p* 3+ ...+ 1)+ ... +k(p+l) + k;, obtinem
'(k‘,P"'l*“kleV“7 etk PHR) FR (PP DPH L+ 1)

+E (PP L+ D)+ + ka(pHD) + Ky = (o)), + [oUp]
= [(vy(a))/p]

deoarece

[apl =k, (" 2+p*3+... +p+ D +kp+k_ (P> +p+...+p+1)
+k,_/p+... +ky(p+l) +ky/p + k, +ky/p + Kk /p

iar [n + x] =n + [x]

Obtinem

o = (O ) + [0/P] - [O,;(00)/p] (2.3.18)
Rezultd ci putem scrie

$(p™ = p(cx - ([a/p] - [o¢,(@)/pD) (2.3.19)
iar din (2.3.16.) si (2.3.19.) deducem

1,(0) = [oUp] - [o,(c)/p] (2.3.20)

relatie care se poate obtine si direct, din (2.3.16.) tinind cont cad

daca:



(m-n)pe N

atunci

(m-n)/p = [m/p] - [n/p]

prin urmare

(00— Sppy(@))/p = [op] - [o,(@)/p]

O altd exprimare a lui ip(a) se obtine din (2.3.1.) si (2.3.16.) sau
din (2.3.18) si (2.3.20) si anume

i,(0) = o = (o)) (2.321)

In sfirsit, din definitia lui S rezulta

S,(e,(a)) =plavp] =0~ @

P
unde @, este restul Impartirii lui o la p, [i de asemenea

ep(Sp(a)) >aq, ep(Sp(a) -<a (2.3.22)
deci
S p(a) - c(pls p(a)) >
p-1
Sjoaj-1-0o {Siaj~-1
fo)-1-gpfsfe)-1)
p—1
Utilizind (2.3.4.) rezulti ci Sp(a) este solutia unici a sistemului
c(p)(x) < G[p](oc) < G(p)(x—l) +1 (2.3.23)

In fialul acestui paragraf vom reveni la functia ip pentru a prezenta
0 comportare asimptotici a el

Din conditiile pe care le indeplineste aceasti functie in (2.3.13)
rezultd ca notind

Ala, p) = [(o-1)/p] - i ()

avem A 2 0.
Pentru a calcula pe A observam ca
[(a-D/p] - ip(a) = [(o=1)/p] - [ov/p] + [o[p](a)/p] (2.3.24)

si presupunind & € [hp+1, hp+p—1], rezulta
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[(o~1)/p] = [a/p]

deci A(e, p) = [(a-1)/p] - i (@) = [op,(@)/p] (2.

De asemenea, dacd o = hp, atunci

[(a-1)/p] = [(hp-1)/p] = h~1

in timp ce [o/p] = h, deci (2.3.24) devine

A(e, p) = [0 (@/p] - 1 (23.26)

Analog, dacd o = hp + p, obtinem

((a-1)/p]=[h+1-(1/p)]=h

iar [a/p] = h+l1, dect (2.3.24.) are forma (2.3.26). Pentru orice o
pentru care A(Q, p) are forma (2.3.25.) sau (2.3.26.) deducem ci

89
(99}
o
(W)
p—

A(a, p) este maxim dacd c[p](a) este maxim, decl pentru a = q,,
unde

oy = ((-1)(p-1) ... (p-1) p [p]
v termeni

Avem deci

oy = (p-Da,(p) + (p~Da,_(p) + ... + (p~Day(p) + p =

= (p-1) [(*-D/(p-1) + (@*'= D/(p-1) + ... + (P2 - D/ (p-D)] +p =

= (" +p" +... +p3p) - (v-1) =p a,(p) - (v-1)

Rezultd ci a,; nu este multiplu de p dacd si numai dacd v-1 nu
este multiplu de p.

fn acest caz

G[p](aM) = (v=1)(p-1) + p = pv-v+l

si

A0y, P) = [Op5(0/p] = [v = (v=1)/p] = v = [(v=1)/p]

Deci

ip(aM) 2 [(o~1)/p] =t

adica i (o) € [[(oy~1p~t, [(oy— D/p]].

Dacd v-1 € (hp, hp+p), obtinem [(v-1)/p] = h st

45



h(p-1) + 1 <A(oy) <h(p-1)+p+1
deci
Iim Aey, p) ==
Ly =
Observam de asemenea ci
[(o=1)pi=a,(p) - [(v=1)/p] = (p**! = 1V(p-1) - [(v-1)/p] €
e [P+~ 1)/(p-1) - b, (ph?*P*1 ~ 1)/(p-1) - h]
Asadar, dacad o, —- ca p¥, atunci A( Oy P) ™ -cax

De asemenea din

ifon) _ afpl-v

ERIREG

p

-1

rezultd

ige)
a-1

P

lim

A = o0

2.4. Legaturi intre functia S si unele functii numerice clasice

In acest pragraf vom prezenta legdturi ale functiei S cu functia lui

Euler, functia lui von Mangolt, functia lui Riemann, functia IL
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2.4.1. Definitie. Functia lui von Mangolt se defineste prin

In p, dacd n = p™
0, dacin # p™ (24.1.)

Se stie cd aceastd functie nu este multiplicativi, adicd din (n, m) =
1 nu rezultd A(n.m) = A(n).A(m)

De exemplu, pentrun =3 sim=5avem A(n) =In 3, A(m)=1In 35
si A(mn) =A(15)=0

Despre aceasta functie se cunosc urmitoarele rezultate:

A(n) =

2.4.2. Teorema. Avem

i) > Ad)=Inn
A

(i) A®) = u@inl
A

unde y este functia lui Méebius, definitd prin

l,dacin=1
A(n) = 0, dacd n este divizibil cu un pitrat
(1), dacin=p,p, ... p, (242.)
2.4.3. Definitie. Functia y: R — R este definiti prin relatia
Yy(x)= > lap (2.4.3)

p's X
Dintre proprietitile acestei functi mentionim doar doui, de care
avem nevoie in continuare, si anume:
2.44. Teorema. Functia y satisface
) weo= Y An)
n<x

() wx)=1na{1.2,3,..[x]
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unde cu parantezi dreaptd am notat cel mai mic multiplu comun al
numerelor 1, 2, ... [x].

Se stie cd pe multimea N* putem considera doud structuri laticeale

§i anume

= (N* A, V), 2G = (N*, 4 ©)

unde A = min, V = max

= cmm.d.c. (notat pind acum cu paranteze rotunde)

g = c.m.m.d.c. (notat pind acum nu paranteze drepte)

Ordinea indusi pe N* de structura A, 0 vom nota cu <, iar ordinea
indusa pe N* de structura A; o notim cu <d, se stie cd

n, <dn, & n, divide n, (& n;/n,) (24.4)

In virtutea acestor consideratii putem spune ci functia S este
definita pe laticea Aj; cu valori in laticea A(

Aceasta in virtutea proprietitii

S(n, ¥n,) =S(n,) V S(n,) (245)

pe care o are S.

In felul acesta S devine o functie monotona, in sensul ci

n, <dn, = S(n;) <S(n,) . (24.6.)

Se stie [L,] cd dacd (¥, A, V) este o latice finitd, V= {x X9s ... X}
cu ordinea indusd <, atunci pentru orice functie f: V — R, functia
generatoare atasata este definiti prin

F(n) = 2, f(y) (24.7)

Acum putem reveni la functia lui Mangolt si si observdm cd
notind cu F¢ functia generatoare atasatd functiei numerice f in laticea
A, sicu FO functia generatoare atasati lui f in laticea A, in virtutea
teoremei 2.4.2. avem pe de-o parte:

F(n) = én AK)=Inn (2.4.8.)



iar pe de altd parte se poate constata cu usurinti ci functia
generatoare atasatd aceleiasi functii a lui Mangolt, insd in laticea Ao
este

Fn)= Z AK)=y(n)=In[1,2, ....n]

Observam deci ci fiecdrei functii numerice f ii putem atasa doui
functii generatoare si anume functiile F° si F2.

Pe baza acestor consideratii obtinem diagrama urmaitoare:

/S
Fo)= Y AK=Ino F)= Y, AK) = y(n)
k<n

k<dn

N N
2.1 22 24

d ~d -'-3.
£l = z Ink F(n)—kgnlnk Inn! v (0) = Z wik) \,u(n)zkgu yk
k<dn k<dn
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Observam de aici cd definifia lui S este intr-o strinsi legiturd cu
egalitatile (1.1.) s1 (2.2.).

Considerind drept f functia lui Mangolt, din egalititile

[1,2,....,n]=e F=ef) f2) _ of0) = ew(n)

! = eFM = F . F42) . ... Fi)

utilizind si definifia functiei S, suntem condusila a considera
functii numerice de forma

¥(n) = min {m/nsy(1,2, ..., m]} (2.49.)

asupra cdrora vom reveni intr-un paragraf care urmeazi. Revenind
la ideea legiturii dintre functia S si func{ii numerice clasice, pentru a
prezenta o legiturd dintre S si functia lui Euler amintim ci daci p
este un numdr prim, atunci

o(p*) =p* - p*! (24.10.)

iar pentru & = 2 avem

P = (p-1)ag_,(p) + 1 deci oy (p*!) = p

Utilizind egalitatea (2.3.4.) rezult

sp(pa-l) = (p-1)p*! + O (P*H) = 0(p%) +p (2.4.11.)

2.4.5. Definitie. Seria Dirichlet atasati unei functii

f:N*—>C

este

Dig)= 3 " (2.4.12.)
a=l n

care pentru un anume z = X + i y poate fi convergentd sau nu
Cea mai simpli serie Diriclet este
— < 1
(@=3 — (24.13.)
n=] N
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nuinitd funcfia lui Riemann sau functia zeta, care este conversenti
pentru Rez >1.
In cele ce urmeazi vom presupune ci Z € R, deci z=x.
2.4.6. Teorema. Daci
o
n=ITp, "
i=1
este descompunerea in factori primi a numirului natural n. atunci

intre funcile Sp st functia lui Riemann avem urmitoarea legituri

L(x-1) Splp®e ) p;
\‘ -
= H ‘ (2.4.14)
Q(X) n>1i=1 p_‘m
. 1
Demonstratie:
Se suecd seria Dirichet atasata functiet lur Mobius 2sie
i

D,(z)= pentru  Re(z)>1
(@
iar seria Dinchet atasata functiei tui Euler este
¢(z-1)
D,(zy—— pentru Re(z)>2
{(2)

Avem de asemenea

Dz)={*(2) pentru Re(z)>1
unde &(n) este numirul divizorilor lui n, inclusiv Isi n.
Mai general:

D <, (ny={(z)*{iz-k), centru Re(z)>1, Refz)>k—1

unde 7,(n) este suma puterilor de ordinn k a divizonlor lui n
Vom nota z{n) wmlocde <, (n}, iar <, (n=%(n).

Dupi cum am mai spus. intre functiile @ st C existd legdtura

L= _ 5 o)

(9]

(241

)

:_(‘() n2! nx

[n plus, avem



ln

t, X
, -1
om)=I] cp(pf‘)= H(Sp (pf" ) pi)
i=1 i=1
si inlocuind aceastd expresie a lui @(n) in (2.4.15.) obtfinem
egalitatea din enunt.

Pentru functia S avem

Dsfx)= 3, 22

n=l I

si notind cu DFsd seria Diriclet atasati functiei urmitoare Fsd

deducem
2.4.6. Teorema. Pentru orice x > 2 avem

(i) §(x) = Dg(x) = {(x~1)

(if) €%(x) < Dgd (x) = {(x) - {(x-1)

Demonstratie. (i) Inegalititile rezulti din aceea ci avem
1<S(n)=<n (24.16.)

pentru orice n € N*

(ii) Avem
{0 Dsix) = Y - Z G
=1k [lk=1 K
=S(I)+ S(1) +XS(2) . S(1) +XS(3) + S(1) + S(i) + S(4) + = DFS(X)
2 3 4

si inegalitdfile rezulti utilizind pe (i).

Sa observam ci (ii) este echivalent cu

D (x) = Dggd(x) < Dy(x)

inegalitate care poate fi dedusd si observind ci din (2.4.16.) se
obtine



prin urmare avem

™(n) < Fg4(n) < o(n) (24.17)

Remarcidm ci in [Gg] s-a ardtat ci functia sumatoare F satisface
chiar inegalitatea

T(n) s Fd(n) <n +4

Pentru aprezenta alte inegalititi satisficute de seria Dirichlet Dq
amintim mai intii ¢d daci f si g sunt doui functii de o variabili reals,
cu cresteri nemarginite, daci f(x) > O si daci existd constantele C, s
C, astfel incit

if(x)! < C,f(x) pentru orice x > G,

atunci scriem

f(x) = O(g(x))

(f este de ordinul lui g).

in mod special se noteazd cu O(1) orice functie care rimine
mdrginitd pentru X > C,. Dacd raportul f(x)/g(x) tinde la zero pentru
x tinzind la infinit, notim

f(x) = o (g(x))

In mod special se noteazi cu o(1) orice functie care tinde la zero
cind x tinde la infinit.

Evident ca

f(x) = o(g(x)) = f(x) = O(g(x))

dar nu si reciproc.

2.4.7. Teorema. Functia lui Riemann satisface rumitoarele
egalitafi:

(i) §(z) = 1/(z-1) + O(1)

(ii) In &(z) = In(1/(z-1)) + O(z-1)

(iii) §'(z) = -1/(z-1)* + O(1)

pentru orice numdr complex Z, unde prin O(1) am notat o functie
marginitd

Utilizind teoremele (2.4.6.) si (2.4.7.) obtinem:
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2.4.8. Teorema. Seria Dirichlet Dy atasatd functiei S si derivata
sa D¢ satisfac inegalitatile:

(1) 1/(x-1) + O(1) = Dg(x) = 1/(x-2) + O(1)

(ii) =1/(x-1)> + O(1) = D'y(x) = ~1/(x=2)*+ O(1)

Notatia consacratd pentru numdrul numerelor prime mai mici decit
x este TI(x). In [Sg] se dd o legituri intre functiile ITsi S.

Plecind de la observatia ci S(x) < n pentru orice n si ci pentru
n > 4 avem S(n) = n dacd si numai daci n este numir prim, se
obtine

x
N(x) = i[s(—é‘)]-l

k=2
2.5. Functia S ca functie sumatoare

Fiind data o functie numeric3, formula de inversiune a lui M&bius
permite, dupd cum se stie, scrierea functiei f cu ajutorul functiei
sumatoare F¢ si anume

f(n)= Y p(d) Fi= 25.1.
n d%u c{d) (25.1.)
daci '

Fln)= Y, f(d)
d/n

Avind In vedere acest aspect, putem considera orice functie
numerica f in doud situatii:
1) in situatia de a-i explicita functia sumatoare F

2) in situatia ca f sd fie fonsiderati functie sumatoare a unei
functii numerice g.

d/n

g = Y u@ £{f e £ Fw = Y @ (2.5.2)
d/n
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De exempluy, pentru f(n) = n (aplicatia identici) avem
g = X u(d7=om); Fim=Y d=od) (2.5.3)
d/n &/n

Considerind cazul particular cind f este functia S, explicitarea

functiei sumatoare F® este dificild in general deoarece
Bl
Fim=Yso=Ymlss’]] @54
d/n d/n

cu &, factori primi ai lui d.
Totusi, in doud cazuri particulare exprimarea lui F%(n) este mai
accesibild, i anume pentru n = p* si pentru n numdr liber de pitrate.

In primul caz avem

Fp°)= > slp!)= 3 fp-115 + o) =

j=1 j=

—

= () wﬁki%’@ (255)
j=
Fieacumn =p, - p, - ... - p, un numdr liber de pitrate, cup, < p,
< ... < p, numere prime. Desigur
S(n) = p* 5
Fo(1)=S(1)=1
Fsd(p;) = S(1) + S(p;) = 1+ p,
Fs(py+po) = S(1) + S(p,) + S(p,) + S(p;p,) = 1 + p, +2p,
Fs!(pP»P3) =1 +p, +2p, +2%p; =F(p;-p,) + 2°p;
si rezultd )
Fé(n)=1+ Fsd(pl-pz- e Pry) +2k-1p
de unde se obtine
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k
Fl(n) =1+ X2-lp, (258.)

i=1
S3 observam ci deoarece S(n) = py, inlocuind valorile lui Fg(t)
date de (2.5.8.) in egalitate

S(m)= % u(r) F() (259.)

rt=n
aparent obfinem o exprimare a lui p, in functie de numere prime
precedente. In realitate (2.5.9.) este o identitate in care dupid
reducerea termenilor asemenea coeficientul fiecirui numar prim este
nul.

in (G;] se rezolvi ecuatia

Fsd(n) =n (2591)
in ipoteza
S(1)=0 (2.5.9.i)

2.5.1. Propozitie. In ipoteza 92.5.9.s) ecuatia (2.5.9.i) are doar
solutiile

a) n numar prim

b)ne {9, 16, 24}

Demonstratie. Deoarece

Fs(n) = Z:5(d) (259, i)

in ipoteza ficutd se observi ci orice numdir prim este solutie a

ecuatiel. Sa presupunem ci
k
n= i
Tpsi
i=1

este descompunerea in factori primi a numirului compus n=4,
unde numerele prime p; si exponentii r; € N* satisfac conditiile

(cl) pyr; > pyr; pentru orice i € {2, 3, ..., k}
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(c2) p;<p;, pentru i€ {2,3, .., k-1}, ol de cite ori avem k > 3.
Sd presupunem mat intii k = 1 ¢i r; = 2. Datorita inegalitifii
S(p,*) = p;sy
observdm ca avem
rl rl

p,"t = n = Fgd(n) = F&(p,™) =SEOS(p151) < slZzopls1 =

=pr(r, +1)2
deci
2p,™ =1 (r; + 1) daci r,2 2 (259.iv)
Dacd p; z 5, aceastd inegalitate nu este satisfacutd pentru r; > 2,
deci trebuie sd avem p; > 5. Cu alte cuvinte, p; € {2, 3}.
Cu ajutorul inegalitatii (2.5.9iv) putem gasi un supremum prentru
r,, supremum ce depinde de valorile lui p;.
Dacd p, = 2, rezulti cd r; poate lua doar valorile 2, 3, 4 si pentru
p; = 3 singura valoare posibild a lui r, este 2.
Deci sunt cel mult patru solutii ale ecuatiei (2.5.9. 1) daci n este
de forma n = p,"}, si anume n € {4, 8,9, 16}.
Calculind pe Fy(n) in fiecare din aceste cazuri obtinem
Fd(4) = 6, Fs4(8) = 10; F4(9) = 9; Fs%(16) = 16
In consecint, solutii suntn =9 si n = 16.
Sa presupunem acum k = 2.

Scriind in ecuatia (2.5.9. i) pe n descompus in factori primi,

obtinem



ko . " K
I o} #{ IT 3 s@=3 . X TTi-

rz rz S(p S(p S(pj}

r
< 2 X {ps,PSs - DS <

ry [y

< Z zmax{p,rl,pgrz-.-.Mk)=

s=0 s=0

r T, k
= 2 o 2 pnsen [L+1)

S,=0 SFO i=1

am obtinut deci inegalitatea

pr(ry+ 1) ryfr;+ 1)

k pg

1
Hri+l< T,
i=1 Pi P1

Suntem astfel condusi la studiul functiilor

X
f(X)——+T si g(x)=x—(§t—ll—),xe [0, o), unde a, b>2
b

Derivatele acestor doud functii sunt
X

f(x)= S(x+Dlna-1] si

(x+1)
<nb)x*+Q2-lnbyx+1
x-1
b

g'(x)=

Deoarece (x+1)Ina-12>(141)In2-1=21n2 -1 >0, rezultd
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ca f'(x) >0 pentru x = 1.

In plus, maximul functiei se obtine pentru

_ {2—lnb+V(1nb)2+4}
x=max\ I,

2Inb

Notind

2-lnb+V(nb)+4
Zhnb

V(nb)’+4 <lnb+2 pentrub>2

~_R-mbj2+Inb)_ 2 _ 2
7Inb b In2

~
X =

deducem

de unde rezultd
<3

S& observim ci avem si
limfx) =1imegx) =<

X 3 oo X =3 oo
tezultd cd
oy
rlp: ] creste, pentrur; € N*, de la%law
si in plus
1
rl(—rrﬁ-l—)Smax{Z,ﬁ—, 1-22—}=max{2, 3}53
pll P1 o2 1
deoarece
—6—_2 dacd p; 22
pr 2
Pi

< rfr;+ 4 < rfr;+ 1)
ri+1 px;x—l 2r1—1

<3 (2.5.9.vi)

pentru orice ry € N*.

Retinem deci ¢ci
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Dar avem si

—

5

T>3

Nll\)
N|w
N|U\

Pi,
z°

:a

=2

de unde rezulti ci trebuie si avem k < 3.
Pentru k = 2, din (2.5.9.v) si (2.5.9.vi) deducem

ry
rfry + 1
P2 < I(l ) i p—2<3
r2+l r-1 2
P1
deci p, <6.

Daca presupunem ca r, = 3, deducem

p,*Ppz2:3= 6, adica p, > 6/p;.

si obtinem

p3 ) ryfry + 1) 6

2. P2 11f1 o -
75550 - < max {2, o1 < max {2, pz} P2

deci p,? < 4, ceea ce este o contradictie.
Asadar, avem r, < 2. Deci

p, € {2.3,5} .1, {1,2}

Mai mult, din

o % p;z‘l < 1'1(r1 + 1) < rl(rl + 1,
r2+ plil—l 2“-1

rezultir, < 6.

fn consecinti, fixind valorile lui p, §i I, inegalititile
ryr;+1 b
irs )> P2
-1 r2 + 1
1

$i pyIy > Pofs



ne dau suficiente informatii pentru a determina un supremum

pentru r; (mai mic decit sapte) pentru fiecare valoare a lui P,

Rezultatele sunt date in tabelul urmitor.

P ] Py I in=p'p,;2| Fgd(n) |Daci Fgd(n)=n. atunci
2{11] 3 |1=rs3 2e371 243r, (1, +1) 312
2|13 J1=r=2 2e5tl || 2+5r,(r;+1) 312

B P27 1 2p, 242 p, 0=2

221 31 2 36 34 34=136

2 (2P| 1 4p 3P +6 Pi=6

311] 2 |12=ns5) 3a0n 2r,2-2r,+12 n=3

3|1 |P25] 1 3p 2p+3 Py =3

3(1] 2 3 40 30 30=40

Din acest tabel deducem ci trebuie si avem

n=3.2"saur, =3

deci n = 323 = 24, adici n = 24 este singura solufie a ecuatiei
(259.1) pentruk =2
In sfirsit, si presupunem k = 3; atunci deoarece

(p2/2)(p2/2) <3
rezultd p,-p; < 12, deci p, =2 5i p; € {3, 5}.

Deoarece

ryfry + 1) < ryfry + 1) <

r;—1
P:

3r,— 1
utilizind (2.5.9.vi) obtinem p, =3
De asemenea din (2.5.9.vi) si (2.5.9.vii) obfinem

o T2 13

I'2+1 I'3+1
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si deoarece membrul sting al acestei inegalitifi este un produs de
doud funcfii strict crescdtoare pe [1, -), deducem ci singurele valori
posibile pentrur, §i ry suntr, =ry = 1.

Introducind aceste valor in (2.5.5.v) obtinem

i< ryfry + 1) < ryfr; + 1)

2opt s

-1

de unde rezultir, = 1.

In consecint3, ecuafia (2.5.9.1) este satisfacutd daci si numai daci
n = 2.3.p, = 6p,

Dar

1 1 ..
6 p1=Fs(6p)=S(1)+5(2) +S3)+ S©) + >, > s[2'3'p ) =
i=0j=0

= 8+iimax {S(2i3j), S(pl)}= 8+iimax<s(2i3j), P1>= 8+4p

i=0j=0 i=0 j=0

deoarece S(2.3)) <3 < p, pentru i, j € {0, 1} si deci p; =4, ceea
ce contrazice presupunerea p, = 5.

Rezultd cd ecuafia avuti in vedere nu are solufii pentru k = 3 si
propozitia este demonstrati.

Consecinta. Solutiile inegalitatii

Fd(n)>n (2.5.9.viii)

se obtin finind cont de faptul ci (2.5.9.viii) implici (2.5.9.v)

Deci

Fs%(n) > e ne {8,12,18,20} sau n = 2p, cu p numir prim.

In consecintd, avem



Fsd (n) <n+ 4 pentru orice n € N*,

Mai mult, Intrucit avem solutiile inecuatiei
Fsd(n) >n

putem deduce si solutiile inecuaiei Fg4(n) < n.

Amintim cid in [Sg] se studiazi limita sirului

Tw=1-hF§m+Y Y ——
i=1k=l Fipi)

ce contine functia sumatoare. Se demonstreazi ci

lim T(n) = —

n— oo

In continuarea acestui paragraf vom avea in vedere sigeata spre
stinga din (2.5.2.), adicd vom privi pe S ca o functie sumatoare a
unei functii s, pe care o vom determina

Avem deci, prin definitie,

st = 3, @) 5[]

d/n
Daci descompunerea lui n in factori primi este

.

(ll a2
n=p; *P2°*---°P;

rezultd ca
s(n) = z “sl—2
Px]P,z...p" P.]P,:...p“
S3 considerim ci
S(e) = max {pf )= S(Piao') (2.5.10.)
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Distingem urmitoarele cazuri:
(al) S(pf:‘?l) ZS(p?‘) pentru i # ig

In acest caz observim ci divizori d ai lui n pentru care u(d) = 0
sunt de formad = 1saud =p;Pj;... Pir . Un divizor de forma a
doua poate sd confind pe p,, sau nu, deci utilizind (2.5.10) rezultd

s(n) = s( ‘i(x Cl,+Cli+. .+)"'C i_‘)+s(p,o°)( 1+c}_1-cf_,+...+(-1)c§:§)

de unde rezultd ca s(n) = 0 pentru t > 2 sau dacd

S(Pxo‘a S(P i0 1) si s(n) = p,y in celelalte cazuri.

(a2) daca existd j,, astfel incit
s(pﬁ;‘" ‘)< S(p;x()j") si S(pJOJD 1)> s(p?')pentrui¢ igr jo

Tn acest caz, presupunind in plus ci
s{ps) = max {slp) slpse™ ) < slof )}
obtinem

s =slp%(1-Cliv €2y o (1 )+
e S{olc1 + ClamClas o+ <-1‘>"c::§) .
+S(pJOJo 1)(1‘(::1—2‘* Cly+ .t (D) ‘.2)

deci s(n) = 0 daca t2 3 sau daca S(pjo’° l) S(p?g") si S(o) = -pjp
in celelalte cazuri.

In consecinti, observim ci pentru a obfine pe s(n) construim,

dupd modelul de mai sus, un sir maximal i, i,, ..., i, astfel incit

s(n)=S(pg”), S(pﬁ“'l)< S(p?z‘%, . S(ka'k'f )< S(pg(“)
s(n)=0dacit=k + 1 sau s( 1k~)<5( x= 1)
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s(n) = (=1)¥* !p. in celelalte cazuri.

Deoarece pentru o egalitate de forma S(p®) = S(p®~!) avem

S(®% =S & (p-1) &+ o,(@) = (p-1)(0-1) = o (0-1) &

& O, (a-1) - c[p](a) =p-1

iar S(p®) = S(p*1) = Opy(@-1) ~ 6;4(0) = -1, notind deducem ci
avem

s(n) = { 0, daca = k+1 sau o[p](ak -1)- c[p](ozk) =p, -1

(-1)¥*!p,, in celelalte cazuri.

Aplicatie. Se stie [L,] ci dacd (¥, A, V) este o latice finiti cu
V= {x, X5, ..., X} si notdm cu < ordinea indusd pe V, iar pentru
functia f: ¥ — R considerdm functia generatoare, definiti prin
egalitatea (2.4.7.), afunci daci notim

8= F(x; A xj)

rezultd

det (g;) = f(x) f(x;) - ... - f(x)

In [L,] se aratid cd acest rezultat poate fi generalizat la o multime

partial ordonatd, definind

)Y

g.:= f(x)

8ij = x<x,
x<x;

Utilizind aceste rezultate si notind

A(r) = det (S(i Aj)) pentru i, j = Ir

rezultd cad

A(r)=s(1)-s(2)-...-s(r)

deci pentru r suficient de mare (de fapt pentru r > 8) avem
A(r) = 0. Mai mult, pentru orice n existd r, suficient de mare, astfel

Incit daci
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A(n, k) =det S((n+i) A, (n+j)), pentru i, j=1, Lk

sd avem A(n, k) = 0 pentru k > r. Aceasta deoarece

k
A(n, k) =IT s(n+i)
=1

Avind in vedere seria Dirichlet D, atasatd functiei s prin egalitatea

Dix= 3, X0

n=1 n
avem
(1) 1 < D{x}< DXipentru x > 2
. x-1 . ..
(i) 1 £D¢x) < ——— afiind o constanta pozitiva.
e (x-2)
Demonstratie. (i) Utilizind regula de Tnmultire a seriilor Dirichlet
obtfinem
® | < S(k
—Dd q=| 3 L0 3
k=1 k™ [{k=1
= (1) S(1) + B SD) +{u(2) S() , w(1)SG) +xp(.>) S(1) +u(1) S(4)+u(2) §(2)+ s,
2 3 4
SIRLT
k=l k

st afirmatia requti finind cont de inegalititile (i) din teorema
2.4.6.
Inegalititile (ii) rezulti tinind cont de teorema 2.4.7.
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Capitolul 3

Generaliziri ale functiei S

3.1. Prelungirea functiei S la multimea Q a numerelor

rationale

Pentru a obtine aceastd prelungire vom defini mai intii o duali a
functiei S.

In [Dz] si [D 4] este pus in eviden{d un principiu de dualitate cu
ajutorul cdruia plecind de la o latice dati pe intervalul unitate, si se
obtind alte latici pe acelasi interval.

Rezultatele au fost folosite pentru a propune o varianti de spatii
bitopologice si pentru a introduce un nou punct de vedere pentru
studiul mulfimilor fuzzy.

in [D3] metoda de a obtine noi latici pe intervalul unitate este
generalizati la o latice oarecare.

In cele ce urmeazi vom adopta o metodi din [D3] pentru a
construi toate functiile legate intr-un anume sens prin dualitate cu
functia Smarandache.

Sa observam ca daci notim:

Rd(n)= {m/nsdm!} Ld(n)={m/m! Sdn}

Rn)={m/n<m!'} L(n)={m/m!'!<n}

putem spune ca functia S este definitd de tripletul (A, €, R e

deoarece
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S(n)=A{m/me Rd(n)}

Putem cita toate functiile definite cu ajutorul unui triplet (a, b, ¢),
unde ¢

a este unul dintre simbolurile V, A, V, si 1(}

b este unul dintre simbolurile € si ¢

¢ este una dintre multimile R d(n), L d(n), R(n) si L(n) definite
mai sus.

Nu toate aceste functii sunt netriviale. Dupid cum am vizut,
tripletul (A, €, Rd) defineste functia Sl(n) = S(n), dar tripletul
(A, e, L d) defineste functia

Sz(n) =A{m/m! Sd n}

care este identic egali cu unuw

Multe dintre functiile obtinute prin aceasti metodi sunt functii in
scard. De exemplu, dacd motim cu S, functia definitd de tirpletul
(A, €,R), avem

S3(n) =A{m/n<m!}

Deci Ss( n) = m daci si numai daci

ne [(m-1)!+1, m!]

in cele ce urmeazi vom acorda o atentie speciald functiei S 4
definitd de tripletul (V, €, L "

Avem

S4(n)=V {m/m! sdn} 3.1.1)

care este, Intr-un anume sens, duala functiei S.

3.1.1. Propozitie. Functia S , satisface

S4(n11<} n2)=S4(n1)AS4(n2) (3.1.2)
deci este un morfism de la (N*, /(}) la (N*, A).
Demonstratie. Daci P> Py +++ P.s -.. €Ste sirul numerelor prime si
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n = I1 picLi n =II piBi, o, Bi e N

doar un numdr finit dintre exponentii o si Bi fiind nenuli, obtinem
- min (cd, Bi)

n 1/(} n,= Il P,

Daci notim

S4(nl 1} nz) =m, S4(ni) =m, 1=12

si presupunem m < m_, rezultd ci membrul drept din (3.1.2) este

1
m, A m,.

Din definitia lui S, rezultd cd exponentul epi(m) la care apare
numarul prim p, in descompunerea in factori alui m! satisface
inegalitatea

epi(m) < min (ai’ Bi), i>1

si eixsti j astfel incit

epj (m+1) > min (aj, ﬁj).

Atunci rezultd ca

- .
o = epi(m), Bi = epi(m), i1
Avem de asemenea
<

epi(ml) S epi(mz) =0

st in plus existd h si k astfel ncit

eph(m1 +1)> o
Atunci

, e
pk(m2+l)>ak

min (ai, Bi) > min (epi(rnl), epi(mz)) = epi(ml)

deoarece m <m,

Rezultd cid m, < m. Daca presupunem ci inegalitatea este strictd,
rezultd m! < n, deci existd h astfel incit eph(m) > si avem
contradictia eph(m) > min ( o, Bh)

si propozifia este demonstratd
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Observam ca foarte multe dintre valorile [ui S4 sunt egale cu unu.
De exemplu:

S,(2n+1)=1

si S4(n) >1 dacd si numai dacd n este numdr par.

3.1.2. Propozitie. Fie P,» P, --- P, sirul numerelor prime
consecutive si

= plal . pla: . . pkak . qlm . qZB‘.’ . . qTBr

descompunerea numirului ne N* in factori primi astfel incit
prima parte a descompunerii contine (eventualele) numere prime
consecutive si fie

(= S(p )-ldacae (S(p ))>a

! S(p )+ P, - 1 daca e (S(p )) o (3.1.3)
Atunci
S(n)=min{t t tkpkH—I} (3.1.4)

Demonstraue Daca e (S(p ) > o, din definitia functiei S rezulti
ca S(p ") — 1 este cel ma1 mare mtre pozitiv m cu proprietatea
epi(m) < Q. De asemenea, daci e:pi(S(pi )) =0, atunci S(pim)+ P, - 1
este cel mai mare intreg m cu proprietatea epi( m)=a

Rezultd ca numarul min {tl, P pk+1-1} este cel mai mare
intreg pozitiv m pentru care epi(m!) 508 pentuni=1,2,...,k

3.1.3. Propozitie. Furéctia S 4 satisface

S‘.'(n1 + nz) A S4(n1 Vnz) = S4(n1) A S4(n2)

pentru orice n,n, € N*

Demonstratie. Afirmatia rezulti utilizind egalitatea (3.1.2.), tinind
cont de faptul ca

(n1+ “2) Q (n1 'S/’nz) =n, Jd\n2
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fnainte de a prelungi functia S la multimea Q a numerelor
rationale vom pune iIn evidenti unele proprietiti de morfism pentru
alte functii definite prin triplete (a, b, c).

3.14. Propozitie.

(i) Functia S N* — N*,

Sy(n) = ¢ (m/m! < .0}

satlsface

S (nlén)=S (n )QS (n):SS(nl)ASS(nz) 3.1.5)

(ii) Functia S N* > N*,

5(n) _6{m/n< m!}

saUSface ,

Sy, ¥0,)=5,0) ¥s @) (3.16)

(iii) Funcfia S_: N* — N*,

5,(n)=V (m/m! < n)

satisface

S7(n1 A nz) = S_/,(nl) A S7(n2) (3.1.7)
S7(n1 A% nz) = S7(n1) A" S7(n2) (3.1.7.)
Demonstratie.

(i) fie

={a/a'< n }'B:{b /bj!Sdnz}
-{C /C 1< nlgn }
Atunci avem A — B sau B < A. Intr-adevir, fie
g oo ah}, B= {b1’b2’ br}

astfel incita <a. _sib <b, .
1 1+] ] 1+l

A={al,a

Atunci daca a =b, rezultd ca a < b_pentru i =1, h, deci
's b!=< n.
al=sblsm

Prin urmare A c B.
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Analog, daca br <a, rezultd B c A.

Desigur, avem C = A N B, deci daci A < B rezulti

S(n, A, n)=VC, =Va = Sy(n,) = min {Sn), S,(n )} =
SS(nl) 1‘1\55(n2)

Considerind 85 definitd pe 9\41 din (2.7.5.) rezulti ci aceasti
functie este monotond Dar nu este pe laticea 9\@, deoarece

m!<m!+1dar Ss(m!) =[1,2,...,m]si Ss(m!+1) =1

(ii) Sa observim cid

Sé(n) = Q’{m/E 1€ 1, tastfel ca epi(m) < ai}

Dacd notima=V {m/n Sd m!} atunci

nsd (a+l)!sia+l = A {m/nsdm!} = S(n)

deci Sé(n) =[L2,...,S(n)-1]

Atunci avem

S ¥Yn)==[1,2,...S@ Vn)-1]=

61 2 12

=[12,..., S(nl) A% S(nz)-l]

si

SG(nI) ve Sé(nz) =[[1,2, .., Sé(nl)—l], ,2,...,S (nz)-l]] =

=[1,2, ..., S6(n1) \Y% S6(n2)—1]

(iii) Egalitdtile rezultd din faptul ci

S7(n) =[1,2,...,m] < ne [m! (m+1)!-1]

Acum vom extinde functia S la multimea numerelor rationale.

Orice numdr rational pozitiv poate fi descompus in factori primi

sub forma

2= TTp™ (3.18.)

p

cu ozp € Z si doar un numdr finit dintre acesti exponenfi sunt

nenuli.



Avind in vedere aceastd scriere se di definijia divzibilititii
numerelor rationale in felul urmator:

3.1.5. Definitie. Numirul rational  a=IJp™ divide numirul
rational b=J]p"* daci o < Bp.

Datoritd egalitdfii (3.1.8.) inmultirea numerelor rationale se reduce
la adunarea exponentilor acestor numere. In consecinti, problemele
in legdturd cu divizibilitatea numerelor rationale se reduc la
probleme de ordine intre exponenti.

Cel mai mare divizor comun d si cel mai mic multiplu comun e se

definesc [HZ] prin

d=(a b, ..)= [ p™"@rPe)
i (3.1.9.)
e=[ab,..)= Hpm(a,ﬁp.n
P
Mai mult, intre cel mai mare divizor comun s§i cel mai mic

multiplu comun al unor numere rationale nenule existi relatia

b, .. ]=—1 (3.1.10.)
o)
a’b
Desigur, orice numdr rational pozitiv a poate fi scris sub forma
a=n/n1 cune N,n1 € N*, (n, n1)= 1.
3.1.6. Definitie. Prelungirea S: Q:‘ - Q:‘ a functiei Smarandache
este
S(n/n1)=Sl(n)/S4(nl) (3.1.11.)
O consecinti a acestei definifii este aceea cd daci n, st n, sunt
intregi pozitivi, atunci
s(—l-vi)=s(i)vs(i) (3.1.12.)

o 0y 0y e} ]
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Intr-adevir

SLVL):S 1 = 1 = 1 =
Biom2) lnjAn,) S{nAny) Sin)AS,m,)
1 1 1 1
= Ve——=S|{—|VS|—
i 5535w V5[
fn general
n 1

m 1
s (n—x VE)—(S(n) VS(m))-(S(E)VS (m—x)) (3.1.13.)
formula care generalizeazi egalitatea (2.2.2.)
3.1.7. Definitie. Functia S: Qr - Q:‘ definitd prin

= 1
S =—15
st
a
se numeste duala functiei S.
3.1.8. Propozitie. Duala S a functiei S satisface

(l) g—(nlAn2)=§(nl)A§(n2)
(ii) §(iAi)=’s' i)A's” i)
np 0 ny

pentru orice n | si 0,
Mai mult, avem si

EN Y

—

S

n

Demonstrafia este evidenti.
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Observafii. 1) Restrictia functiei S la multimea Intregilor pozitivi
coincide cu functia S4.

2) Prelungirea functiei S: Q+* - Q+* la multimea tuturor
numerelor rafionale nenule se poate face prin egalitatea

S(-a) = S(a)

pentru orice a € Q+*

3.2. Functii numerice inspirate din definitia functiei Smarandache

In acest paragraf vom utiliza egalitatea (3.1.1.) si relafia (2.4.9.)
pentru a defini prin analogie alte functii numerice.

S3 observdm cd putem spune cd n! este produsul tuturor
numerelor intregi pozitive ce nu depasesc pe n, in laticea £ Analog,
produsul q, al tuturor divizorilor lui m, incluzind pe unu si m, este
produsul tuturor intregilor pozitivi ce nu depisesc pe m in laticea £ i
Deci putem considera functii de forma

8(n)=A{m/n Sd gq(m)}

Se stie cd dacd

m= plxl o pzxz o« e p[xt

este descompunerea in factori a numdrului m, atunci produsul

tuturor divizorilor lui m este

— (321,
qm) V™ ’

unde t(m) = (x1+1) (x,+1) ... (xt+1) este numarul divizorilor lui m
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Daci n are descompunerea n = ploLl . pza‘ o ... p[QLI (3.1.5.)

inegalitatea n < 4 q(m) este echivalentd cu

ql(x) = xl(xl-f-l) (x[+l) - 2011 >0

qz(x) = xz(x2+1) (xt+1) -20L2 =20

............................................. (3.2.2)

qt(x) =X (x[+1) (xt+1) -ZOLt =0

Deci 8(n) poate fi dedus rezolvanc problema de programare
neliniard

(min) f(x) =p ™ p, e -p* (3.23)

cu restrictiile (3.2.2.)

Solutia acestei probleme poate fi obtinuti aplicind de exemplu
algoritmul SUMT (Sequential Unconstrained Minimization
Techniques) datorat lui Fiacco si McCormick [F 1]. '

Exemple. 1) Pentru n = 3* « 5%, relatiile (3.2.2.) si (3.23.) devin

(min) f(x) = 3*' « 5 cu restrictiile

xl(xl+l)(x2+1) > 8

xz(x1+1 )(x2+1) =24

Utlizind algozitmuI[SUMT, considerdm functfia

Ux, n) = f(x) -1 ZIn q(x)

.. =1
si sistemul

ou
=0
Xy (3.24.)
oU
7,0

in [Fl] se aratd cd daci solutia xl(r), x,(r) a acestui sistem nu
poate fi explicitatd din sistem, putem face pe r si tindi la zero.

Atunci sistemul devine

78



xl(x1+l)(xﬁ+l) =8
{ x,(xl+1)(x7+1) =24
si are solutia X, = 1, x =3
Deci avem
. 4 12 3
min {m/3 *5 Sq(m)}=m0=3°5

Intr-adevir, q (mo) 2’ mot(m‘) = mg =3*.5=

2) pentru n=3%. 3 din sistemul (3.2.4.) rezulti pentru X, ecuafia

2x +9x +7x -98=0

cuo soluue rea.la in intervalul (2, 3). Rezulti X € (477, 5/7).

Considerind X, = 1, observim c& pentru X, =2 perechea (x,» x, nu
este o solutie admisibili a problemex, dar X, = 3da 9(3 o5’ )= -51'

3) In general, pentru n = p, «p* dm sistemul (3.24.) rezulti
ecuatia A )

a x23 + (oz1 + az) xz2 +0, X, - 20122 =0

cu solutia dati de formul lui Cartan.

Desigur, utilizind "metoda tripletelor” putem atasa si functiei 6
multe alte functii.

Pentru functia v dati de (2.4.9.) se pot de asemenea atasa functiile
generate prin metoda tripletelor.

In cele ce urmeazi vom studia analogul functiei Smarandache si
duala el in acest al doilea caz

3.2.1. Propozitie. Daci n are descompunerea (3.2.1. i) atunci

(1) v(n) = millX P
(i) v(n, %2) =v(n,) V v(n)

Demonstratie. (1) Fie
on = max p od
pn i



atunci pic’Li < pncm pentrui = 1, t, deci

P =, (L2, .p

Dar (pi“‘, pj‘”) =1pentrui#jsideci

ns, (1,2 ...p %

Daca pentru un anume m cu proprietatea m< pn‘m am avea nsd (1,
2, ..., m], ar rezulta contradictia pnom < (12, ., m].

(11) Daca

nl=Hp°‘p,n2=I'Ipﬁp

atunci

n, ¢ n, =11 prax (- Bp)

deci

v(n, 6n2) = max p™ PP = max (max p®, max phP

si propozitia este demonstrata

Desigur putem spune ci funcfia v, =V este definitd de tripletul
(A, &, R[d]), unde

R[d] = {m/nsd (1,2, ..., m}}

Duala sa, in sensul avut in vedere in paragraful precedent este
functia definitd de tripletul (V, €, L[d]). S3 notim cu v, aceasti
functie '

v4(n) =V {m/[l,2, .., m] Sd n]

Rezulti cd v (1) este cel mai mare iIntreg pozitiv cu proprietatea
cd tofi Intregii pozitivi m < v,(n) divid pe n.

Sd observdm cd o condifie necesard si suficienti pentru a avea
v4( n) > 1 este sd existe m > 1 astfel incit toate numerele prime p< m
sa divida pe n.

Din definitia lui v, rezultd de asemenea ci

v,(n) = m ¢ n este divizibil prin orice i < m, dar nu prin m+1.
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3.2.2. Propozitie. Functia v, satisface

v, (n1 /d\.nz) = v4(nl) A v4(n2)

Demonstratie. S3 notim

n=n 1‘}n2, v, (o) =m, V4(ni) =m, i=1,2

Dacid m =m A m,, ardtim ¢ci m = m,.

Din definitia lui v , rezultd

v4(ni) =m =iVis m. = n este divizibil cu i dar nu cu m. + 1:

Dacd am avea m < m,atuncim + 1 < m =<m, deci m+1 divide
pen si pe n,, deci m+1 divide pe n. Daci m > m,, atunci m+l <m,
deci m +1 divide pe n.

Dar n divide pe n, deci m +1 divide pe n, $i propozifia este
demonstratd

Sa observdm ci onotind

t, = max { 1/} <i= neste divizibil cu j}

Atunci v (n) se poate obtine rezolvind problema de programare
liniara

Lo
max f(x) = Z x;Inp
i=1

XjSa;pentrui=1, ty

Lo
Z Xilnpismngﬂ

i=1

Daci fo este valoarea maxima a lui f din aceasti problemi, atunci
v 4(n) =P

De exemplu, v, (2%3%511) = 6

Desigur si functia v poate fi extinsi la multimea numerelor

rafionale, prin acelasi procedeu ca si functia S.



3.3. Functii Smarandache de tipul unu, doi si trei

Fie X o mulfime nevidi, r < X x X o relatie de echivalenti, X
multimea claselor de echivalenti corespunzitoare si (I, <) multime
total ordonati

3.3.1. Definitie. Daci g: X — [ este o functie injectivi oarecare,
atunci functia

f: X =1 f(x) =g(X) (33.1.)

se numeste functie de standardizare.

Despre mulfimea X vom spune in acest caz ci este (r, (I, =), f)
standardizatd

3.3.2. Definitie. Daci I, si r, sunt doud relafii de echivalenti pe X,
relafia r = I A r, este determinatd de conditia

xry@xrlysixrzy (33.2)

Se observa cu usurinti ci r este o relafie de echivalenti

3.3.3. Definitie. Functiile fi: X = [ i=1,s, au aceeasi monotonie
dac3 pentru orice X, y € X rezulti

O =fefx <ty kj=1s

3.3.4. Teoremi. Daci functiile de standardizare fi: X =1,
corespunzitoare relatiilor de echivalenti I, pentru i =1, s, au aceeasi
monotonie, atunci functia

f=max f s

este o functie de standardizare corespunzitoare relatiei r = ?/-\1 . si
este de aceeasi monotonie cu functiile fi.

Demonstratie. Dim demonstratia acestei teoreme pentru cazul s = 2.

In cazul general demonstrafia rezultd apoi prin inductie.
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Sd notdm cu ir X, §i X clasele de echivalentd ale luj x
- I

0
corespunzitoare respectiv relatiilor de echivalenti PR S sir= r A L,
iar cu Xr r Xr ” )A(r mulfimile cit corespunzitoare.
Avem f(x) = g(X.).i=12, unde g )‘(ri — [ sunt functii injective.
Functia g: X — I definiti prin g(R) = max (g,(R ), 8,(%,)) este
-

1 n . s 1 o 1
# X7 sl max (g (X '), g,(X,))) =

injectivi. Intr-adevir, daci ir
= max ( gl(irlz), gz(irzz)), atunci datoritd injectivitafii functiilor g, si
g, avem de exemplu

max (g,(%, "), g,(8,)) = g,(%,") = max (g, ), £,(X,)

si avem o contradictie, deoarece

fl(xz) = g()‘(ﬂz) <g xﬂ‘) = fl(xl)

f(x)) = g2(irll) < gz(xr:z) = fz(xz)

deci f1 si f2nu sunt de aceeasi monotonie.

Din injectivitatea lui g rezultd ci functia f: X — I, f(x) = g( Xr)

este o funcie de standardizare. In plus avem

f(x) = ) o gx 1) = g® ) & max(g, (R 1), g,(8,") =
max(g, (X, "), g,(%,1)) & max(f (x}), £,(x)) = max(f, (), £,("))
S S fl(xl) < f(xz) si fz(xl) < fz(xz) deoarece f1 si f2 au aceeasi
monotonie.

Si considerdm acum cd si sunt doud operafii algebrice pe
X, respectiv L

3.3.5. Definitie. Functia de standardizare f: X — [ se spune ci
este Z compatibild cu operatiile + si . dacd pentru orice X,y €
X tripletul (f(x), f(y), f(x = y)) satisface conditia Z.
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In acest caz, vom mai spune cd funfia f Z-standardizeazi structura
(X, v ) pe structura (I, < ).

Exemplu. Daci f este functia Smarandache S: N* — N*. avem
urmdtoarele standardizdn

(a) functia S, 21 - standardizeazi (N*, ¢) in (N*, <, +) deoarece
avem

(Zl): S(a*b) < S(a) + S(b)

b) Funcfia S verificd de asemenea relatia

(22): max (S(a), S(b)) < (S(a*b) = S(a) * S(b)

deci aceastd functie (Zz) standardizeazd structura (N*, ¢) in
(N*, <, ).

Cu aceasta introducere putem defini functiile Smarandache de
primul tp.

Am vdzut cd funcfia Smarandache S’ a fost definiti cu ajutorul
functiilor Sp avind proprietitile (a) si (b) din paragraful 2.2.
Amintim c3 pentru fiecare numdr prim p functia SP: N* — N* este
definitd de conditiile

1) Sp(n)! este divizibil cu p°

2) Sp(n) este cel mai mic intreg pozitiv avind proprietatea 1).

Utilizind definitia fucntiei de standardizare prezentim in
continuare [B 2] trei generalizar ale functiei Sp.

Vom nota cu M_ un multiplu de n.

3.3.6. Definitie. Pentru orice ne N* relatia r c N* x N* este

determinatid de conditiile
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(i) Dacin =u’cuu=1sauu=p- pumir prim,

si 1€ N*, iar a,b € N* atunci

ar,b = :kE\I* K!= Mu*, k!'= My:®

si k este cel mai mic intreg pozitiv cu aceastd
a‘oor*egate

.. w il i2 is
(u)Dacan:pl P, - P (3.3.4)
atunci
T =rnt A It A LA ot
2.3.7. Definitie. Pentru crice ne N+ Zunctiz Smarandache
de primul tip este funcia numerici
2t N'— N* determinatd de ccndiciile

—~

i) Dacd n=U* , cu U=l sau U=p numdr prim

atunci S. (a) este cel mail mic intrsg peziziv
K avand proprietat ea E(;'= Mpss
D."

{ii) Dacd n=p,** . Bs*? atunci
S, {a)= max(S_,,*'*)

1<iss

Se observd ca:

1. Functiile Su sunt functii de standardizare corespunzitoare
relagiilor de echivalentd r definite mai sus §i pentru n = 1 obtinem

= N*, pentru orice X € N*, iar sl(n) = 1 pentru orice n € N*.

2. Dacd n = p este un numdr prim, atunci Sn este functia
Sp definitd de F. Smarandache.

3. Functiile Sn sunt crescitoaré si deci sunt de aceeasi monotonie,
in sensul definifiei (3.3.3.).

3.3.8. Teorema. Functiile Sn au proprietatea cd 21 standardizeazd
(N*, +) pe (N*, <, +) prin relatia

(21): max (Sn(a), Sn(b)) < Sn(a+b) < Sn(a) + Sn(b)

pentru orice a, b € N* 5i (X)) standardizeaza structura (N*, +) pe
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structura (N*v s, ') prin

(Z,): max (Sn(a), Sn(b)) < Sn(a+b) < Sn(a) . Sn(b)

pentru orice a, b € N*

Demonstratie. Fie p un numir prim si n = p', cu i € N*, jar

a* =S i(a), b* = Spi(b), k= Spi(iH'b)

p .

Atunci datoritd definitiei lui S_ numerele a*, b* si k sunt cele mai
mici numere intregi pozitive cu proprietdtile:

a*!=Mp™, b*! = Mp® k! = Mp'®*®),

Deoarece k! = Mpia = Mpib rezultd a* < k si b* < k, decj
max (a*, b*) <k, ceea ce demonstreazi primele inagalititi din (El)
st (22).

Deoarece

(a* + b*)! =a*!(a* + 1) ...... (a* + b*) = Me*™ rezules ex

3VED K s ar+br, deci (Z)) este verificati

Dacd n = pliI . pzi2 S psis, avind in vedere cele de mai sus
deducem

(Z }: max (S 1 (a) S 1 (b)) S _1 (a+b) Spjxj(a) + Spjxj(b)
pentruj=1,s

In consecinfi

max ( mja.x Spj1j( a), mj;xx Spjlj( b)) = mJax SPJJJ.( a+b) <

< mjax (Spjlj(a)) + mjax (SpJJj(b)) pentru j=1i, s

Asadar

max (Sn(a), Sn(b)) < Sn(a+b) < Sn(a) + Sn(b)

Pentru demonstrarea celei de-a doua inegalitiii din (Z,) sd

amintim cd (a+b)! < (ab)! daci sinumaidacia > 1sib>1sisi
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observdm cd inegalitatea este satisficuti pentru n = 1 deoarece
Sl(a+b) = Sl(a) = Sl(b) =1
Fie acum n>1. Rezulti ci pentru a* = Su(a) avem a* > |.

Intr-adevir, daci n are descompunerea (3.3.4.) atunci
a*=le Sn(a) max Spfij (a)=1

ceea ce implicd Py=p,=...=p =1l.decin=1

Prin urmare, pentru orice n > | avem

Sn(a) =a*>1si Sn(b) =b*>1

atunci (a*+b*)! < (a*.b*)! si obtinem

Su(a+b) < Sn(a) + Sn(b) < Sn(a) . Sn(b)

In continuare prezentim citeva rezultate referitoare la monotonia
funciiilor Smarandache de primul tip.

3.3.9. Propozitie. Pentru fiecare intreg pozitiv n funcyia
Smarandache de primul tip Sn este crescdtoare.

Demonstratie. Dacd n este numir prim si kl < kz’ tinind cont ci
avem

(S_(k,)!=Mn* = Ma"!

rezultd Sn(kx) < Sn(kz)

Pentru n numir Intreg oarecare fie

Spm(imkl) = f?ﬁi Spj(ijkl) = Sn(kl)

Sp((itk2) = gérx Spj(iij) = Sn(kz)

Deoarece

Spn(imk[) < Spm(imk2) < Spt(i[kz)

rezultd ci Sn( k 1) < Sn(k2 ) §1 propozitia este demonstrati
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3.3.10. Propozitie. Sirul de functii (Sp)j:N, este monoton

crescator pentru orice numir prim p.
Demonstratie. Pentru orice i[, 1, € N* cu i1 < L, §i pentru orice

n € N* avem

Spil(n) = Sp(i1 -n) < Sp (i2 -n) = Spiz(n)

deci Spil < Spi2 $1 propozifia este demonstrati.

3.3.11. Propozitie. Fie p si g numere prime date. Atunci

p<q= Sp(k) < Sq(k) pentru orice k € N*,

Demonstratie. Fie k € N* si

k= tlas(p) + tzas_l(p) + ...+ tsal(p) ‘ (3.3.3)

scrierea lui k in baza [p). Se stie ¢cd avem 0 < t < p—-1, pentru
1=1, s, iar ultima cifri semnificativi poate lua s1 valoarea p.

Trecerea de la k la k+! in (3.3.3.) pune in evidenii urmitorul
algritm:

(1) t este mdrit cu o unitate

(11) daci t nu poate fi marit cu o unitate, atunci t_, este mdrit cu
O unitate si t devine zero.

(u1) dacd nici L nici ts_I nu pot fi mirifi cu o unitate atunci [s—?. se
mdreste cu o unitate, iar t si t devine egali cu zero.

Procedeul continui in acest fel pini obtinem expresia lui k=1

Notim cu

Ak(Sp) = Sp(k+1) - Sp(k) (3.3.6.)

saltul functiet Sp cind trecem de la k la k+1, urmind procedeul

descris mai inainte gisim
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- in cazul (1) Ak(Sp) =p

- in cazul (i) Ak(Sp) =0

-incazul (1i) A (S)=0

k™ p
Se observi ci
0

S (n) = El A(S)+5S (1)

si analog
n

S, = 2 8,(5)+S(1)

Tinind cont c¢i Sp(l) =p<gq-= Sq( 1) st utilizind algoritmul de
mai sus deducem cd numirul de salturi cu valoarea zero a lui Sp este
mai mare decit numirul de salturi cu valoarea zero a lui Sq s1
respectv numarul de salturi cu valoarea p a lui S este mai mic decit
numdrul de salturi cu valoarea q a lui S de unde rezultd

ZA(S)+S(1)<ZA(S)+S(1) (33.7.)

deci Sp(n) < Sq(n), pentru orice n € N*.

Exemplu Tabelul cu valorile lui S L §i S3 pentru 0 < n < 20 este

k 112'314/56,718 9 10'11/12 13 14 15.16'17 18 19 20

sall 2022002202 2000 20 22 2

S(k)2 446888101212 14 16 16 16 16 18 18 20 22 24

salmdl - 3303330333003 3 30 3 3 3

S3(k) 36 9;9‘12 151818212427 27 27 27 30 36 36 39 42 45

Deci S,(k) < S,(k) pentru k = I, 20
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Observagie. Pentru orice sir crescitor de numere prime
p <p2< <P _<... rezuha S < S < S <..< Spn <... §i daci
n=p - p2l -p, cup <p7< <p atunc1

S (k) = max S l(k) = x(k) =S (Lk)

3.3 12. Pr(}ﬁ)konpe Daca pPsiq sum numere prime §i p- < g atunci
Spl < Sq.

Demonstratie. Deoarece p-i < q rezultd

Spi(l)sp-i<q=Sp(1) (3.38)

S Spi(k) = Sp(ik) <i Sp(k)

Trecind de la k la k+1, din (3.3.8.) deducem

A( Spi) <Al Sp) (3.39)

Tinind cont de propozitia 3.3.11 din egalitatea (3.3.9.) rezulti ci
trecind de la k la k+1 obfinem

Ak(Spi) <i Ak(Sp) <i-p<gqsi
n n

151 A(S) = kZ=1 A(S) (33.10.)

Deoarece avem

Spl(n) = Spi(l) + = Ak(Spl) < Spl(l) +1 = Ak( p)

si

s(2)=5 (1)+2Ak(S )

k=1

dm (3.3.8.) 51 (3.3.10) rezulti Spi(n) < Sq(n) pentru orice n€ N*
si propozifia este demonstrati

3.3.13. Propozitie. Daci p este numdr prim, atunci Sn < Sp pentru
orice n < p.

Demonstratie. Dacd n este un numir prim, din inegalitatea n< p,

utilizind propoziyia 3.3.11. rezului Sn( k)< Sp( k) pentru orice k € N*.
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Daci n este un numir compus n = P, i, pziz e p[it atunci

S (k) = max (S 1(k)) = S 1(k) si deoarece’n < p rezulti ci
p < p, decx cum 1 P = p < p, uulizind propozifia precedenta
rezultd Sprxr( k)< Sp(k), deci Su(k) < Sp( k) pentru orice k& N*.

Trecem acum la prezentarea functiilor Smarandache de al doilea
up, asa cum este ea definitd in [B 2].

3.3.14. Definitie. Funciiile Smarandache de tipul doi sunt functiile
S¥: N* — N* definite prin egalitatea

Sk(n) = Sn(k) pentru orice k € N* fixat, unde Sn este functia
Smarandache de primul tip corespunzitoare lui n.

Observam cd pentru k = 1, SK este chiar functia Smarandache S.
Intr-adevir, pentru n > 1 avem

S(m) = $,(1) = max (S (1)) = max (3 (i) = S(n)

3.3.15. Teoremi. Functile Smarandache de tipul doi 23-
standardizeazd structura (N*, .) pe structura (N*, <, +) prin

(Z,): max (SX(a), S(b)) = S5(ab) = S¥(a) + SK(b)

pentru orice a, b € N* si in acelasi timp Z4-standardizeazi
structura (N*, -) pe structura (N*, <, .) prin

(Z,): max (S%(a), S%(b)) = S¥(ab) = S¥(a) - SK(b)

pentru orice a, b € N*,

Demonstratie. Relajia de echivalenti ~ corspunzitoare lui S¥ este
definitd prin

ar'b « 3 a* €N* 21 = Ma¥, a*! = Mb* (33.11)
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si a* este cel mai mic intreg pozitiv cu proprietatea (3.3.1L.). Prin
urmare, putems pune ci SX este o functie de standardizare atasati
relajiei de echivalentd £

Sd observdm ci functiile Smarandache de tipul al doilea nu sunt
de aceeasi monotonie deoarece de exemplu Sz(a) < Sz(b) =
S(a®) < S(b?) si de aici nu rezulti S'(a) < S'(b).

Pentru fiecare a, b € N*, fie a* = Sk(a), b* = SXb). C = Sk(a-b).
Atunci a*, b* si C* sunt respectiv cele mai mici numere intregi
pozitive cu proprietitile

a*! = Ma", b*! = Mb*, C*! = M(a"b¥) si deci C*! = MaF = Mb*.
de unde rezulti

a* < C*, b* < C*

ceea ce implicd max (a*, b*) < C*, adici .

madx (S¥(a), S5(b)) < $5(ab) (3.3.12)

Dar deoarece (a*+b*)! = M (a* Ib*!) = M(a"b")

rezultd cd avem si C* < a* + b*, deci

s5(ab) = $5a) + SK(b) (33.13.)

Din (3.3.12) si (3.3.13) obtinem max{S*(a), S*(b))s S*{a)+ S*(b)

deci ( 23) este verificati

In sfirsit, deoarece (a*b*)! = M (a* Ib*!)

rezultd cd avem si

s5(ab) = S¥a) - SK(b)

ceea ce demonstreazi pe (24).

3.3.16. Propozitie. Pentru orice k. n € N*, avem

$*9n) < nk (33.14.)
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Demonstragie. Fie n = pl“ -pzi2 .o P §1

S(n) = ﬁg(spj (i))=S(p_"™)

Atuncl, deoarece

S%(n) = S(n) = max(S_ik) = S(p ®) <k S(p ) <k S(p_™) =k S(n)

Isjg PiJ r r m

$1 S(n) < n, rezulti inegalitatea (3.3.14.).

3.3.17. Teorema. Orice numir prim p > 5 este punct de maxim
local pentru functiile sk si Sk( p) = p(k - ip(k))

unde ip sunt functiile definite prin egalitatea (2.3.13.).

Demonstrajie. Dacd p> 5 este un numdir prim, partea intii a
teoremei rezultd din inegalitifile

Sp-1(k) < Sp(k) s1 Spﬂ(k) < Sp(k)

pe care le sausfac functiile Smarandache de primul timp.

A doua parte a teoremei rezulti din definitia functiilor sk

$¥(p) = S (k) = p(k-i (k))

sI teorema este demonstrati

Sd observdm cd avem si

sX(p)=pkpentrup =k

3.3.18. Teoremi. Numerele kp, cu p numir prim si p > k. sunt
puncte fixe pentru functia sk

Demonstraie. Fie p un numir prim, m = pl‘11 . pzaz e p™
descompunerea in factori a lui m §i p > max(m. 4). Atunci

pa < piczi <ppentrui=1,t

deci avem
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S*(mp) = S((mp)*) = max(S_(a). S (k)) = S (k) = kp
lsim  pi 177 p P

Pentru m = k obtinem

S"(kp) = kp

deci kp este punct fix pentru sk,

3.3.19. Teoremi. Functiile S* au urmitoarele proprieti:

(i) ¥ = o(n'*®) pentru € > 0

k

(ii) . S(n)_

lim sup ——=x

n=—ex
Demonstratie. Avem

S
0511msk‘") lim ( )<11msk” klim 2 - ¢
n—~wn n-=n n—-::n n—-cz!=nl+e

si (1) este demonstrati

De asemenea

st o)y S,

lim sup = = [im sup 221
n—x n-—x n-»> n
unde (p ) N &ste sirul numerelor prime.

3.3.20. Teorema. Functiile Smarandache de tipul al doilea sunt in
general crescdtoare, insensul cAi Vn EN*3Im > m, => Sk(m) > Sk(n).

Demonstratie. Se stie [SS] cd functia Smarandache este in general
crescdtoare, adicd

VtEN*HrOEN*Vr2r0=>S(r)2S(t) (3.3.15.)

Fie t = n® si r astfel incit pentru orice r > I, avem S(r) = S(nk).

Fie de asemeneam_= [Vr, ] + 1. Desicur m_ > Yo e mf>rosi
0 0 s 0 0 0 <0
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m=m < mkzmok.

Deoarece m* > m ok 21, rezulta

S(m"*) = S(n*) adica S¥(m) = S¥(n)

Asadar

VoEN*Im =[¥r]+ 1V m2m = S¥m) 2 SXn)

unde I, = ro( nk) este dat de (3.3.15.)

3.3.21. Teoremi. Fiecare numir n = p!, cu p > max (3, k), numir
prim este punct de minim relativ al lui S

Demonstratie. Fie

i2 im

t=pil.pi2, | )
p!=p -p, -...op .p

m
descompunerea lui p! in factori primi, astfel incit

2=p1 <p,<..<p_<p.
Deoarece p! este divizibil cu pj”, rezulti

S(pjij) <p=S(p) pentruorice j= 1, m.

Desigur

S5 = S((PHY) = max (S(p ¥y, S(p%))
) Isj<m J

s

S(p,) sk S(p") <k S(p) = kp = S(p%)
pentru k < p. Prin urmare
S5(p!) = S(p*) = kp pentru k = p (3.3.16.)
Dacd descompunerea lui p!-1 in factori primi este
_ il 02 it
p!-1 =q, +q, -...-q

atunci avem q; > P pentru j=1Lt
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Rezultd

1) = iy = im
S(p!-1) flslg(s(qj ) S(qm )
cuq_.p,sideoarece S(qm‘m) > S(p) = S(p!) rezulti ci
S(p!-1)>S(p!)
Analog se aratd ¢ S(p!) +1 > S(p!)

Desigur

S5(p1-1) = S((p'~1)%) = S(q,“™) 2 S(q_*) > S(p*) = kp
(33.17)

si

S5 (p+1) = S((p+1)¥) > kp (3.3.18.)

Din (3.3.16.), (3.3.17.) 5i (3.3.18.) rezulta demonstratia teoreme;.
In incheierea acestui paragraf vom prezenta functiile Smarandache
de al weilea tip, asa cum au fost ele definite de L Baldcenoiu in [Bz].
Sd considerim sirurile arbitrare
a,

2, ceay 11 “on

(b): 1= bl, bz’ ...b,

o

(a): 1= a,a

avind proprietitile

a =3-a, bIm = bk . bn (3.3.19.)

Desigur, existd o infinitate de siruri cu aceste proprietdti deoarece
alegind o valoare arbitrard pentru a, termenii urmatoni din sirul (a)
se determind punind conditia si fie satisficuti relatia de recurentd

Fie acum functia

b\ N* £ D =
fa :N N ,f:1 (n) = Sm(bn)

unde S:m este functie Smarandache de primul tip.
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Se observi usor ci
(1) dacid a = 1st b!1 = n peatru orice n € N*, rezulti fab = S1
(1) daci a =n si bn = 1, pentru orice n € N*, rezulti f:‘b =St
3.3.22. Definitie. Functiile Smarandache de tipul al treilea sunt
functiile S_” definite prin
gb_gb
a a
in cazul cind sirurile (a) si (b) diferi de cele care genereazd func-
tile S, si S"
3.3.23. Teoremai. Functiile fab au proprietatea cd X _-standardizea-
zd structura (N*, -) pe structura (N*, <, +, -) prin
(Z,): max (£ °(k), £ *(n)) < £ (kn)<b_f (k)= b,f °(n)
Demonstratie. Fie
b _ _ b _ —
fa (k) = Sak(bk) = k*, fa (n) = Sm(bn) =n*
b - -
£ en) =S, (b )=t*
Atunci k*, n* si t* sunt cei mai mici intregi pozitivi pentru care
_ bk _ ba _ ok _ byby
k*! = M(ak ), n*! = M(an ), t¥! = M(ank )= M((ak-an) )
si deci
max(k*, n*) < t* (3.3.20)
Mai mult, deoarece
(bem*)! = M((2* 1)), (b k*)! = M((k* 1))
(bk-n* + bn-k*)! = M((bk-n*) !(bn-k*) ) =M((n* !)bk (k* !)bﬂ) =
= M((a ") (2 ")) = M((a a )""®n)
n k k n
rezultd cd

t*<b-.k*+b .n* (3.3.21)
n X
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Din (3.3.20.) s1 (3.3.21.) obtinem

max (k¥, n*) <t* < bn-k* +b n* (3.3.22.)

Din aceastd inegalitate rezulti ( 25), deci functia Smarandache de
al treilea up satisface

(Z,): max (S,’(k), S *(n)) =S *(kn) <b S °(k) + b, S *(n)

pentru orice k, n € N*

Exempiu. Fie sirurile (a) si (b) determinate de a = bn =n, cu
n € N* Functia Smarandace de al treilea tip corespunzitoare este

S, N* = N* S *n)=S (n)

si(Z 6) devine

max (Sk(k), Sn(n)) < Sk.n(k-n) <n Sk(k) +k Sn(n)

pentru orice k, n € N*,

Aceastd relatie este echivalentd cu urmitoarea relatie, scrisi cu
ajutorul functiei Smarandache

max (S(k¥), S(n”)) = S((kn)*™) < n S(K*) + k S(aP).
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